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第4章 不定积分

一、单元概述

研究物体的运动速度、曲线的切线和极值等问题产生了导数和微分,构成了微积分学的微

分学;而它的逆运算,如由已知速度求路程函数,已知切线求曲线方程等问题,产生不定积分,构

成微积分学的积分学.
本章将以实际问题为背景引出原函数和不定积分的概念,介绍不定积分的性质,计算方法

及应用.
通过本章的学习,掌握不定积分的概念、性质、基本计算,为定积分的学习奠定重要的基

础;通过运用变量替换和分部积分等积分方法,掌握应用数学知识解决涉及积分的实际问题的

能力,培养学生抽象思维、逻辑推理等数学思维能力,培养学生应用数学知识、数学思想和数学

工具分析和解决实际问题的能力.

二、教学重点与难点

1.重点:原函数与不定积分的概念,换元积分法、分部积分法.
难点:原函数与导数的逆向运算关系,用凑微分法、分部积分法进行积分运算.

2.解决方案:

原函数和不定积分的概念:从知识的实际背景引出概念和理论,用实例归纳数学知识.
不定积分的计算:采用练习教学法,精讲多练.

4.1 不定积分的概念与性质

  本节主要介绍原函数和不定积分的概念.

【知识目标】

理解不定积分的概念和性质,运用基本积分公式求解不定积分.
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第4章 不定积分  161  

【能力目标】

运用不定积分的性质求一些简单的不定积分;能用不定积分描述一些实际问题.

【案例引入】

引例1(曲线方程) 从微分学的知识可知:若已知曲线方程y=f(x),则可求出该曲线在

任一点处的切线的斜率k=f′(x).例如,曲线y=x2 在任意点处切线的斜率为k=2x.
现在要解决其逆问题:已知曲线上的任意一点处的切线的斜率,求该曲线的方程.
引例2(路程函数) 已知物体的运动方程为 ( )st =t2,其速度 ( )vt = ( )s′t =t( )2′=2t,这

里速度 ( )vt =2t是路程 ( )st =t2的导数,反过来,若已知物体的运动速度v(t),如何求物体的运

动方程s(t)呢?

引例3(产品产量) 已知产品产量的变化率x′(t),求产量x(t)的表达式.
在上面几个具体问题中,尽管实际背景不一样,但抽象的数量关系表示却是一样的,都可归

结为:已知函数的导数,求函数的表达式.例如,已知某一函数的导数是cosx,如何求原来的函

数呢? 为此,引进原函数的概念.

【知识正文】

4.1.1 原函数的概念

定义1 设f(x)是定义在区间I上的函数,若存在函数F(x),使得对任意x∈I均有

 F′(x)=f(x)或dF(x)=f(x)dx,

则称函数F(x)为f(x)在区间I上的一个原函数.
例如,在区间 (-∞,+∞)上,因为 sin( )x′=cosx,所以sinx是cosx的一个原函数;因为

x( )2′=2x,所以x2 是2x的一个原函数.
另外,由于 x2+( )1′=2x,x2+( )2′=2x,…,x2+( )C′=2x(C是任意常数),所以x2+

1,x2+2,…,x2+C都是2x的原函数.
一般地,若F(x)是f(x)在I上的原函数,则有

F′(x)=f(x), F(x)+[ ]C′=f(x)(C是任意常数).
从而,F(x)+C也是f(x)在区间I上的原函数.因此,一个函数的原函数不是唯一的.
设F(x)和G(x)都是f(x)的原函数,则

    F(x)-G(x[ ])′=F′(x)-G′(x)=f(x)-f(x)=0,

        F(x)-G(x)=C(C是任意常数 ).
即一个函数的任意两个原函数之间只相差一个常数.

原函数的存在性将在下一章讨论,这里先介绍一个结论.
定理1 区间I上的连续函数一定有原函数.
求函数f(x)的原函数,实质上就是问它是由什么函数求导得来的,若求得f(x)的一个原
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162  高等数学(上册)

函数F(x),其原函数的一般表达式即为F(x)+C(C是任意常数).

4.1.2 不定积分的概念

定义2 设函数f(x)在区间I上存在原函数F(x),即F′(x)=f(x),则称函数f(x)的原

函数的一般表达式F(x)+C为函数f(x)在该区间I上的不定积分,记为∫f(x)dx.即

∫f(x)dx=F(x)+C.

其中,∫称为积分号,f(x)称为被积函数,f(x)dx称为被积表达式,x称为积分变量.

由定义2可知,要求函数f(x)的不定积分,只需求已知函数f(x)的原函数的一般表达

式,即先求出函数f(x)的一个原函数,再加上一个任意常数C.

例如,由于sinx是cosx的一个原函数,因此∫cosxdx=sinx+C.又如,由于x2 是2x的一

个原函数,因此∫2xdx=x2+C.

例1 求∫exdx.

解  由于 e( )x ′=ex,因此ex 是ex 的一个原函数.所以

∫exdx=ex +C.

例2 求∫1xdx.

解 由3.2节知 (lnx )′=1x
,所以

∫1xdx=ln|x|+C.

例3 ddx∫f(x)d( )x 与∫f′(x)dx是否一定相等?

解 不一定相等.
设F′(x)=f(x),则

d
dx∫f(x)d( )x = F(x)+( )C′=F′(x)+0=f(x),

而由不定积分的定义得

∫f′(x)dx=f(x)+C(C是任意常数),

所以,d
dx∫f(x)d( )x 与∫f′(x)dx可能相差一个常数.

注:函数f(x)的任意一个原函数y=F(x)的图形称为f(x)的一条积分曲线,这条曲线上

任意点 x,F(x )( ) 处的切线斜率等于f(x),曲线y=F(x)沿y轴方向平行移动时,就可以得
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第4章 不定积分  163  

到y=F(x)+C中任意条曲线的图形,因此不定积分∫f(x)dx的几何意义是积分曲线簇.它的

特点是:在横坐标相同的点处,各积分曲线的切线的斜率都等于f(x),即各切线相互平行.如

图4-1所示.

图4-1

4.1.3 基本积分表

由不定积分的定义知,式∫f(x)dx=F(x)+C(x∈I)与式F′(x)=f(x)(x∈I)是等价

的,因此从微分运算的基本公式立刻得到积分的运算公式,为了使用方便,对照列表如下:

导数公式              积分公式

1.(x)′=1             ∫dx=x+C

2. xμ+1

μ+
æ

è
ç

ö

ø
÷

1′=xμ μ≠-( )1 ∫xμdx= 1
μ+1

xμ+1+C μ≠-( )1

3.ln( )x ′=1x ∫1xdx=lnx +C

4.ax

ln
æ

è
ç

ö

ø
÷

a′=ax ∫axdx= 1lnaa
x +C

5.e( )x ′=ex ∫exdx=ex +C

6.sin( )x′=cosx ∫cosxdx=sinx+C

7.cos( )x′=-sinx ∫sinxdx=-cosx+C

8.tan( )x′=sec2x ∫sec2xdx=tanx+C

9.cot( )x′=-csc2x ∫csc2xdx=-cotx+C

10.sec( )x′=secxtanx ∫secxtanxdx=secx+C

11.csc( )x′=-cscxcotx ∫cscxcotxdx=-cscx+C
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164  高等数学(上册)

12.arcsin( )x′= 1
1-x2 ∫ 1

1-x2
dx=arcsinx+C

13.arctan( )x′= 1
1+x2 ∫ 1

1+x2dx=arctanx+C

4.1.4 不定积分的性质

根据不定积分的定义和导数运算法则,可以得到不定积分的如下性质.

性质1 ddx∫f(x)d[ ]x =f(x)或d[∫f(x)dx]=f(x)dx,

∫F′(x)dx=F(x)+C或∫dF(x)=F(x)+C.

即不定积分与求导运算是互逆的运算.二者要么抵消,要么相差一个常数.
事实上,若F(x)为f(x)在区间I上的原函数.即

F′(x)=f(x)或dF(x)=f(x)dx,

则f(x)在区间I内的不定积分为

∫f(x)dx=F(x)+C.

易见∫f(x)dx是f(x)的原函数,因此性质1成立.

例4 已知f(x)= x,求∫f′(x)dx.

解 由性质1可知,

∫f′(x)dx=f(x)+C= x+C.

例5 若e-x 是f(x)的原函数,求∫x2f(lnx)dx.

解 由题意知       f(x)=(e-x)′=-e-x

f(lnx)=-e-lnx =-1x
,

所以         ∫x2f(lnx)dx=∫x2 -1æ

è
ç

ö

ø
÷

x dx=-12x
2+C.

性质2 设函数f(x)的原函数存在,则

∫kf(x)dx=k∫f(x)dx k≠( )0 .

性质3 设函数f(x)和g(x)的原函数存在,则

∫f(x)±g(x[ ])dx=∫f(x)dx±∫g(x)dx.

此性质可推广到有限多个函数之和的情形.
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第4章 不定积分  165  

  例6 求∫2x3-1+sin( )x dx.

解 根据积分性质,并应用基本积分公式得

∫(2x3-1+sinx)dx=2∫x3dx-∫dx+∫sinxdx= 12x4-x-cosx+C.

其中每一次的积分都有一个任意常数,但任意常数之和仍为任意常数,故只需在最后写一

个任意常数C.

例7 求∫x3-3x2+2x+4
x2 dx.

解 ∫x3-3x2+2x+4
x2 dx=∫x-3+2x +4x

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 dx

=∫xdx-3∫dx+2∫1xdx+4∫1x2dx
= 12x

2-3x+2lnx -4x +C.

例8 求∫2xexdx.

解 因为2xex = ( )2e x ,所以可把2e看成常数a,利用∫axdx= 1lnaa
x +C,有

     ∫2xexdx=∫( )2e xdx= ( )2e x

( )ln2e +C= 2xex
1+ln2+C.

例9 求∫1+x+x2
x1+x( )2

dx.

解 基本积分表中没有这种类型的积分,可以先把被积函数变形,化为表中所列类型的积

分之后,再逐项求积分

∫1+x+x2
x1+x( )2

dx=∫x+ 1+x( )2

x1+x( )2
dx=∫ 1

1+x2+1æ

è
ç

ö

ø
÷

x dx

=∫ 1
1+x2dx+∫1xdx=arctanx+lnx +C.

例10 求∫x4
1+x2dx.

解 基本积分表中也没有这种类型的积分,被积函数经过变形,化为表中所列类型之后,就

可以逐项求积分.

∫x4
1+x2dx=∫x4-1+1

1+x2 dx=∫x2-( )1 x2+( )1 +1
1+x2 dx

=∫x2-1+ 1
1+x

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 dx

=∫x2dx-∫dx+∫ 1
1+x2dx

=x3
3-x+arctanx+C.
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166  高等数学(上册)

例11 求∫tan2xdx.

解 先利用三角恒等关系式变形,然后再求积分.

∫tan2xdx=∫sec2x-( )1 dx=∫sec2xdx-∫dx=tanx-x+C.

例12 求∫sin2x
2dx.

解 先利用三角恒等式变形,然后再求积分.

∫sin2x
2dx=∫12 1-cos( )x dx=12∫1-cos( )x dx

   =12∫dx-∫cosxd[ ]x =12 x-sin( )x +C.

例13 求∫ 1

sin2x
2cos

2x
2

dx.

解 先利用三角恒等式变形,然后再求积分.

∫ 1

sin2x
2cos

2x
2

dx=∫ 1
sinxæ

è
ç

ö

ø
÷

2
2dx=4∫csc2xdx=-4cotx+C.

例14 求∫ dx
sin2xcos2x.

解∫ dx
sin2xcos2x=∫sin

2x+cos2x
sin2xcos2xdx=∫dx

cos2x+∫dx
sin2x=tanx-cotx+C.

例15 已知连续曲线上点 x,( )y 处的切线的斜率y′=3x2,且过点 (0,0),求此曲线

方程.
解  曲线方程是其切线斜率的原函数,因而曲线方程为

y=∫y′dx=∫3x2dx=x3+C.

又因为曲线过 0,( )0 点,所以当x=0时y=0,可求得C=0,故所求曲线方程为y=x3.
本例中的y′=3x2 实际上是一个简单的微分方程(含有未知函数、未知函数的导数及自变

量的方程),其中用来确定常数的条件x( )0 =0称为边界条件或初始条件.带有初始条件的微

分方程称为初值问题.
例16 已知某产品产量 ( )xt 的变化率为时间t的函数 ( )x′t =2t+1t≥( )0 ,求产量函数

( )xt .
解 产品产量是其变化率的原函数,因而产量函数为

( )xt =∫ ( )x′tdt=∫2t+( )1 dt=t2+t+C.

由于生产开始时的产量为零,即x( )0 =0.将这个初始条件代入到 ( )xt 的表达式,得

0=0+0+C.
从而
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C=0,

于是所求产量函数为

( )xt =t2+t.
例17 已知某厂生产x吨某商品的边际成本为C′(x)=5+0.02x 万元/( )吨 ,又固定成

本C0=400万元,求总成本函数C(x).
解 边际成本是总成本对产量的导数,说明总成本是边际成本的原函数,因而总成本函

数为

C(x)=∫C′(x)dx=∫5+0.02( )x dx

=5x+0.01x2+C.
由于固定成本C( )0 =400,将这个初始条件代入到C(x)的表达式,得

400=5×0+0.01×02+C,

从而确定

C=400,

于是所求总成本函数为

C(x)=5x+0.01x2+400(万元).

【知识与能力拓展】

1.学习应用 Mathematica计算不定积分的方法,上机演练

(1)∫exdx      (2)∫x2dx     (3)∫cosxdx
2.使用同一个坐标系,作出函数

y=x4-4x3 和y=x4-4x3+7
的图形.比较两个图形.在x=-1,x=0和x=1处作出每个图形的切线,并求出每条切线的斜

率.然后求出每个函数的导数.比较导数,哪个函数是y=4x3-12x2 的一个原函数?

3.积分符号来历

牛顿最早引进了微分和积分的符号,与牛顿同时研究微积分的莱布尼茨也引进了积分符

号,相对牛顿较晚,但是优于牛顿的积分表达,所以后人就采用莱布尼茨所发明的积分号.
莱布尼茨于1675年以“omn.I”表示I的总和(积分,Integrals),而omn为omnia(意即所

有、全部)之缩写.其后他又改写为∫,以“∫I”表示所有I的总和(Summa).∫为字母s的拉长.

此外,他又于1694年至1695年之间,于∫号后置一个逗号,如∫,xdx.至1698年,约·伯努利

把逗号去掉,后来发展为现今之用法.傅立叶是最先采用定积分符号(SignsforDefinite

Integrals)的人,1822年,他于其名著《热的分析理论》内,采用了 π
2φ
(x)=∫

π

0
φ(x)dx+etc.同时

G·普兰纳采用了∫
1

0
audu=a-1

lna
,而这符号很快便为数学界所接受,沿用至今.
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168  高等数学(上册)

【学习效果评估】

(A)

1.填空题

(1)函数x3 为函数 的一个原函数;

(2)函数 x+( )1 3 为函数 的一个原函数;

(3)函数sin2x为函数 的一个原函数;

(4)函数sin2x为函数 的一个原函数;

(5)函数2sinx为函数 的一个原函数.

2.已知函数lnx2+( )1 为f(x)的一个原函数,下列函数是否为f(x)的原函数?
(1)lnx2+( )2      (2)lnx2+( )1 +1
(3)ln2x2+( )2 (4)2lnx2+( )1

3.验证函数arcsin2x-( )1 ,arccos1-2( )x 及2arcsin x 都是同一函数的原函数.

4.判断对错:

(1)∫f(x)d( )x′=f(x) (  )

(2)d∫f(x)d( )x =f(x)dx (  )

(3)∫f′(x)dx=f(x)+C (  )

(4)∫df(x)=f(x)+C (  )

5.求下列不定积分:

(1)∫x6dx           (2)∫6xdx
(3)∫ex +( )1 dx (4)∫x1

3dx

(5)∫x2-x+( )2 dx (6)∫dx
x2 x

(7)∫x2
1+x2dx

(8)∫3x
4+3x2+1
x2+1

dx

(9)∫ 3
1+x2- 2

1-x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 dx (10)∫3xexdx

6.设∫xf(x)dx=arccosx+C,求f(x).

7.一曲线经过点 e2,( )3 ,且在任一点处的切线斜率等于该点横坐标的倒数,求该曲线方程.

8.已知曲线在任一点处的切线斜率为x+ex,且过点 0,( )2 ,求该曲线方程.

9.已知一曲线经过点 2,( )1 ,且在其上任意点 x,( )y 处的切线斜率等于3x,求该曲线

方程.
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10.已知某函数的导数是sinx+cosx,又知当x=π2
时,函数值为2,求此函数.

(B)

1.填空题

(1)设e-x 是f(x)的一个原函数,则

∫f(x)dx= ,∫f′(x)dx= ,∫exf′(x)dx= ;

(2)设f(x)的导数是ax,则∫f(x)dx= ,∫f(x)a-xdx= ;

(3)设f(x)=lnx,则∫e2x + ex
sin2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x f′e( )x dx= ;

(4)设∫f′tan( )x dx=tanx+C,则f(x)= .

2.求下列不定积分

(1)∫x2-1
x2+1

dx        (2)∫ 1
x2 1+x( )2

dx

(3)∫e
2x -1
ex -1

dx (4)∫1+cos2x
1+cos2xdx

(5)∫ cos2x
cos2xsin2xdx

(6)∫secxsecx-tan( )x dx

(7)∫cot2xdx (8)∫ dx
1+cos2x

(9)∫ dx
1-sinx

(C)

1.质点以初速度v0 铅直上抛,不计空气阻力,求它的运动规律.

2.机器操作员的效率E(表示成百分比)关于时间t的变化率可表示为

dE
dt=30-10t,

其中t是操作员工作的小时数.
(1)已知操作员工作2小时后的效率是72%,即E(2)=72,求E(t);

(2)求3小时和5小时后操作员的效率.

3.某公司测定出生产x件某种产品的边际成本C′为

C′(x)=x3+2x.
求总成本函数C,假设固定成本C(0)=45元.

4.某空调公司测定第x台空调的边际成本为

C′(x)=-0.2x+500, C(0)=0.
求生产100台空调的总成本.
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4.2 换元积分法

  本节主要介绍不定积分的第一类换元法(凑微分法)和第二类换元法.

【知识目标】

理解第一类换元法(凑微分法)与第二类换元法的原理.

【能力目标】

运用第一类换元法和第二类换元法求不定积分.

【案例引入】

引例1 观察积分∫2xex2dx,由于被积表达式中的2xdx=d(x2),所以

∫2xex2dx=∫ex2d(x2).
记x2=u,则上式变为∫2xex2dx=∫ex2d(x2)=∫eudu,这时就可以利用公式

∫exdx=ex +C

进行计算.即∫2xex2dx=∫eudu=eu+C=ex
2
+C.从结果分析,容易验证ex

2
是2xex

2
的一个原

函数,说明用这样的方法计算所得结果是正确的.但这样做是否具有一般性呢?

引例2 某公司有边际需求函数

D′(p)= -2000p
25-p2

.

已知当每件产品的价格是p=3元时D=13000,求需求函数.

在基本积分公式中,虽有∫xμdx= 1
μ+1

xμ+1+Cμ≠-( )1 ,但现在由于被积函数是一个复

合函数,所以不能直接应用,为了能运用这个公式,要先把原积分变形,然后再计算,这就是本节

要介绍的换元积分法.

【知识正文】

能够直接利用不定积分的性质和基本积分公式计算的不定积分是十分有限的,本节介绍的

换元积分法,是将复合函数的求导法则反过来用于不定积分,通过适当的变量替换(换元),把某

些不定积分化为可利用基本积分公式计算的形式,再计算出所求的不定积分.
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4.2.1 第一类换元积分法(凑微分法)

一般地,若不定积分的被积表达式能写成

f φ(x[ ])φ′(x)dx=f φ(x[ ])dφ(x[ ])

的形式,令φ(x)=u,当积分∫f( )u du= ( )Fu +C容易求得时,可按下述定理计算不定积分.

定理1 设f(u)具有原函数,u=φ(x)可导,则有换元公式

∫f φ(x[ ])φ′(x)dx=∫f φ(x[ ])dφ(x[ ]) φx=u

=∫f( )u du= ( )Fu u=φ(x)+C.

应用这个定理求积分的关键是把φ′(x)dx 凑成d[φ(x)],使得d后面的形式与F[φ(x)]

括号里的形式是一样的.这种积分方法称为第一类换元积分法(凑微分法).

例1 求∫(x+2)2013dx.

解 因为dx=d(x+2),故

∫(x+2)2013dx=∫(x+2)2013d(x+2).

设x+2=u,则

∫(x+2)2013dx=∫(x+2)2013d(x+2)=∫u2013du

= 1
2014u

2014+C= 1
2014

(x+2)2014+C.

例2 求∫(a-x)100dx.

解 因为dx=-d(-x)=-d(a-x),故

∫(a-x)100dx=-∫(a-x)100d(a-x).

设a-x=u,则

∫(a-x)100dx=-∫(a-x)100d(a-x)=-∫u100du

=- 1
101u

101+C=- 1
101

(a-x)101+C.

例3 求∫3x-( )1 5dx.

解 因为dx=13d
(3x)=13d

(3x-1),故

∫3x-( )1 5dx=13∫3x-( )1 5d(3x-1).

设3x-1=u,则

∫3x-( )1 5dx=13∫3x-( )1 5d3x-( )1 =13∫u5du=13
·1
6u

6+C
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=118 3x-( )1 6+C.

例4 求∫x 1-x2dx.

解 因为xdx=12d
(x2)=-12d

(-x2)=-12d
(1-x2),故

∫x 1-x2dx=∫1-x2 -æ
è
ç

ö

ø
÷

1
2 d1-x( )2 =-12∫1-x( )2

1
2d1-x( )2 .

设1-x2=u,则

∫x 1-x2dx=-12∫1-x( )2
1
2d1-x( )2 =-12∫u

1
2du=-12

·2
3u

3
2 +C

=-13 1-x( )2
3
2 +C.

例5 求∫e5xdx.

解 因为dx=15d
(5x),故

∫e5xdx=∫e5x·15d(5x)=15∫e5xd(5x).
设5x=u,则

∫e5xdx=15∫eudu=15e
u +C=15e

5x +C.

例6 求∫x2ex3dx.

解 因为x2dx=13d
(x3),故

∫x2ex3dx=13∫ex
3
d(x3).

设x3=u,则

∫x2ex3dx=13∫ex
3
d(x3)=13∫eudu=13e

u +C=13e
x3 +C.

由上面的例题可以看出,如果被积函数能化为两个因式相乘的形式,其中一个因式是φ(x)

的函数f φ(x[ ]),另一个因式恰好是φ(x)的导数φ′(x),那么一般可以考虑第一类换元积分

法,此时关键是将φ′(x)dx凑成微分dφ(x[ ]),因此通常又把第一类换元积分法称为凑微分

法.在熟记基本积分公式的基础上通过练习,积累经验,逐步掌握这一类重要的积分方法,在对

变量代换比较熟练以后,可以不用写出中间变量u.下面把比较常用的凑微分式子归纳如下:

dx=1ad
(ax)          dx=1ad

(ax+b)

xdx=12d
(x2) 1

x2dx=-d(1x
)
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1
x
dx=2dx 1

xdx=d(lnx )

sinxdx=-d(cosx) cosxdx=d(sinx)

exdx=d(ex) sec2xdx=d(tanx)

1
1-x2

dx=d(arcsinx) 1
1+x2dx=d(arctanx)

例7 求∫e
3 x

x
dx.

解 利用 1
x
dx=2dx,有

∫e
3 x

x
dx=2∫e3 xd( )x =23∫e3 xd3( )x =23e

3 x +C.

例8 求∫lnxxdx.

解 ∫lnxxdx=∫lnxdln( )x =12ln
2x+C.

例9 求∫ dx
x1+2ln( )x .

解 ∫ dx
x1+2ln( )x =∫ 1

1+2lnxd
(lnx)=12∫ 1

1+2lnxd1+2ln( )x

=12ln1+2lnx +C.

例10 求∫cos5xdx.

解 ∫cos5xdx=15∫cos5xd(5x)=15sin(5x)+C.

例11 求∫sin2xdx.

解 方法一:原式=12∫sin2xd2( )x =-12cos2x+C.

方法二:原式=2∫sinxcosxdx=2∫sinxdsin( )x =(sinx)2+C.

该例也说明用不同的积分方法,得到的结果在形式上可能不相同,但是它们可以通过整理,

得到相同的形式.例如上面例题的两个结果:

-12cos2x+C=-12
(1-2sin2x)+C=sin2x-12+C=sin2x+C.

当被积函数中含有三角函数时,往往要利用三角恒等式对被积函数进行变形,然后再凑

微分.
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  例12 求∫tanxdx.

解 ∫tanxdx=∫sinxcosxdx=∫-1
cosxdcos

( )x =-lncosx +C.

类似地,可得

∫cotxdx=lnsinx +C.

当被积函数为sinx或cosx的偶次幂时,通常利用半角公式降次.

例13 求∫cos2xdx.

解 ∫cos2xdx=∫1+cos2x
2 dx=12∫dx+∫cos2xd( )x

=12∫dx+14∫cos2xd2( )x =x
2+sin2x4 +C.

当被积函数为sinx或cosx的奇次幂时,往往分出一个sinx或cosx,用凑微分法求解.

例14 求∫cos3xdx.

解 ∫cos3xdx=∫cos2xcosxdx=∫cos2xd(sinx)
=∫(1-sin2x)d(sinx)=sinx-13sin

3x+C.

通过上述各例,可以看出,用第一类换元法求不定积分需要一定的技巧,如何适当地选择变

量代换φ(x)=u并没有固定的途径可循,要掌握此方法,除了熟悉一些典型的例题外,还需要勤

加练习.

例15 求∫sin2xcos5xdx.

解 ∫sin2xcos5xdx=∫sin2xcos4xcosxdx=∫sin2x 1-sin2( )x 2dsin( )x

=∫sin2x-2sin4x+sin6( )x dsin( )x

=13sin
3x-25sin

5x+17sin
7x+C.

例16 求∫tan3xdx.

解 ∫tan3xdx=∫tanxtan2xdx=∫tanxsec2x-( )1 dx

=∫tanxsec2xdx-∫tanxdx
=∫tanxdtan( )x +lncosx

=12tan
2x+lncosx +C.
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例17 求∫sin3xcosxdx.

解 ∫sin3xcosxdx=12∫sin4x+sin2( )x dx

=18∫sin4xd4( )x +14∫sin2xd2( )x

=-18cos4x-14cos2x+C.

例18 求∫ dx
a2+x2.

解  ∫ dx
a2+x2=∫1a2· 1

1+ xæ
è
ç

ö

ø
÷

a
2dx=1a∫ 1

1+ xæ
è
ç

ö

ø
÷

a
2d

xæ
è
ç

ö

ø
÷

a =1aarctan
x
a +C.

类似地可得:

∫ 1
a2-x2

dx=arcsinx
a +C.

例19 求∫ dx
a2-x2.

解  ∫ dx
a2-x2=∫12a 1

a+x+ 1
a-

æ

è
ç

ö

ø
÷

x dx=12a∫dx
a+x+12a∫dx

a-x

=12a∫ 1
a+xda+( )x -12a∫ 1

a-xda-( )x

=12alna+x -12alna-x +C

=12aln
a+x
a-x +C.

例20 求∫cscxdx.

解 ∫cscxdx=∫dx
sinx=∫sinxsin2xdx=-∫dcos( )x

1-cos2x=12ln
1-cosx
1+cosx +C

=ln1-cosx
sinx +C=lncscx-cotx +C.

类似地可得

∫secxdx=lnsecx+tanx +C.

例21 求解本节中的引例2.
解 由题意知,需求函数

D(p)=∫D′(p)dp=∫-2000p
25-p2

dp

=-1000∫ 1
25-p2

dp2=1000∫ 1
(25-p2)

1
2
d(25-p2)
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=2000(25-p2)
1
2 +C=2000 (25-p2)+C.

将初值p=3时D=13000带入上式,得

C=5000,

故需求函数为

D(p)=2000 (25-p2)+5000.

4.2.2 第二类换元积分法

适当的选择变换x=φ( )t ,将积分∫f(x)dx转化为∫f φ(t[ ])φ′(t)dt,这是另一种形式的

变量代换.
定理2 设x=φ(t)是单调的、可导的函数,φ′(t)≠0.并且f φ(t[ ])φ′(t)具有原函数,则

有换元公式

∫f(x)dx=∫f φ(t[ ])φ′(t)dt=F(t)+C=F[φ-1(x)]+C.

这种积分方法称为第二类换元积分法.

1.根式代换

若被积函数含有形如
n
ax+b 或

n
ax+b
cx+d

的根式时,为去掉被积函数里的根式,可作如下

变量代换:

由
n
ax+b=t,解出x,然后令x=t

n -b
a

;

由
n
ax+b
cx+d=t,解出x,然后令x=b-dtn

ctn -a.

例22 求∫ 1
1+ x

dx.

解 为了去掉根号,可令 x=t(t>0),则x=t2,dx=2tdt,于是

∫ 1
1+ x

dx=∫1
1+t

·2tdt=2∫t+1-1
1+t dt

=2(∫dt-∫1
1+tdt

)=2[t-lnt+( )1 ]+C

=2[x-ln(x+1)]+C.

2.三角代换

若被积函数含有形如 a2-x2,x2+a2,x2-a2 的二次根式,为去掉根式,常作如下

三角代换:

当被积函数中含有 a2-x2,令x=asint,则 a2-x2 =acost;

当被积函数中含有 x2+a2,令x=atant,则 x2+a2 =asect;
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当被积函数中含有 x2-a2,令x=asect,则 x2-a2 =atant.

例23 求∫a2-x2dx a>( )0 .

解  令x=asint t < πæ

è
ç

ö

ø
÷

2
,则dx=acostdt,a2-x2 =acost,

∫a2-x2dx=a2∫cos2tdt=a2
2∫1+cos2( )tdt

=a2
2

t+12sin2
æ

è
ç

ö

ø
÷t +C

=a2
2t+sintcos( )t +C.

由x=asint,得

t=arcsinx
a
, sint=x

a
, cost= a2-x2

a
,

因此,

∫a2-x2dx=a2
2arcsin

x
a +12x a2-x2 +C.

这种类型的题目也可建立辅助三角形,利用直角三角形边角关系直接实现变量还原:如本

例,由所设x=asint,即x
a =sint,作直角三角形(如图4-2所示),依图可知:cost= a2-x2

a .

图4-2

例24 求∫ 1
x2+a2

dxa>( )0 .

解 令x=atant(-π2 <t< π2
),则dx=asec2tdt,x2+a2 =asect,于是

∫ 1
x2+a2

dx=∫asec2t
asectdt=∫sectdt=lnsect+tant +C1

=ln x2+a2
a +x

a +C1

=lnx+ x2+a2 +C C=C1-ln( )a .

例25 求∫ 1
x2-a2

dx(a>0).

解 令x=asect,t∈ (0,π2
)∪ (π2

,3
2π
),则
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dx=asecttantdt,

x2-a2 = a2sec2t-a2 =atant,

于是 ∫ dx
x2-a2

=∫sectdt=lnsect+tant +C1

=ln x2-a2
a +x

a +C1

=lnx+ x2-a2 +C(C=C1-lna).

3.倒代换

倒代换也是一种很有用的代换,该方法设x=1t
,利用它常可消去被积函数的分母中的变

量因子x,下面举例说明.

例26 求∫ 1
x x2-1

dx(x>1).

解 令x=1t
,则dx=-1t2dt

,于是

∫ 1
x x2-1

dx=∫ t2

1-t2
-1t

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 dt=-∫ 1
1-t2

dt

=arccost+C=arccos1x +C.

【知识与能力拓展】

1.本节中一些例题的结果以后会经常遇到,所以它们通常也被当作公式使用,这样,常用积

分公式,除了基本积分表中的公式外,再补充下面几个(其中常数a>0).

(14)∫tanxdx=-lncosx +C

(15)∫cotdx=lnsinx +C

(16)∫secxdx=lnsecx+tanx +C

(17)∫cscxdx=lncscx-cotx +C

(18)∫ dx
a2-x2

=arcsinx
a +C

(19)∫ 1
a2+x2dx=1aarctan

x
a +C

(20)∫ 1
x2-a2dx=12aln

x-a
x+a +C

(21)∫a2-x2dx=a2
2arcsin

x
a +x

2 a2-x2 +C
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(22)∫ dx
x2±a2

=lnx+ x2±a2 +C

2.学习应用 Mathematica软件计算不定积分的方法,并上机演练:

(1)∫f(x)f′(x)dx;    (2)∫a2-x2dx.

【学习效果评估】

(A)

1.填空使下列等式成立

(1)dx= d7x-( )3     (2)xdx= d1-x( )2

(3)x3dx= d3x4-( )2 (4)e2xdx= de2( )x

(5)dxx = d5ln( )x (6)dxx = d3-5ln( )x

(7)1
t
dt= d(t) (8) dx

cos22x= dtan2( )x

(9) dx
1+9x2= darctan3( )x

2.判断题

(1)xdx=12dx( )2           (2)x2dx=13dx( )3

(3)1xdx=-d 1x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 (4)1
x
dx=d( )x

(5)lnxdx=d 1æ
è
ç

ö

ø
÷

x
(x>0) (6)exdx=de( )x

(7)sinxdx=dcos( )x (8)cosxdx=dsin( )x
3.求下列不定积分

(1)∫5x+( )2 10dx          (2)∫xdx
x2+3

(3)∫ dx
3
5-3x

(4)∫e3tdt
(5)∫ dx

3-2x
(6)∫3x3

1-x4dx

(7)∫ dx
xlnxlnlnx

(8)∫xcosx( )2 dx

(9)∫sinxcos3xdx
(10)∫esinxcosxdx

(11)∫costt
dt (12)∫cosxsinxdx

(13)∫ dx
sinxcosx

(14)∫sinax-e
x

( )b dx
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(15)∫tan10xsec2xdx (16)∫tan3x·secxdx
(17)∫exdx

1-e2x
(18)∫sin2xcos3xdx

(B)

1.求下列不定积分:

(1)∫ dx
ex +e-x           (2)∫cos2 ωt+( )φ dt

(3)∫ dx
arcsin( )x 2 1-x2

(4)∫10arccosx

1-x2
dx

(5)∫tan 1+x2· xdx
1+x2

(6)∫2x-1
1-x2

dx

(7)∫ dx
25-9x2

(8)∫dx
4+x2

(9)∫1-x
9-4x2

dx (10)∫ dx
2x2-1

2.求下列不定积分:

(1)∫ x
1+xdx           

(2)∫ 1
x+

3
x
dx

(3)∫x2-9
x dx (4)∫1-x2

x4 dx

(5)∫ 1
x2+( )1 3

dx (6)∫5-4x-x2dx

3.用倒代换x=1t
求下列不定积分:

(1)∫a2-x2
x4 dx (2)∫ x+1

x2 x2-1
dx

4.已知函数f(x),满足f′(x)= 1
x+1

,且f( )0 =1.求函数f(x).

5.设In =∫tannxdx,求证:In = 1
n-1

tann-1x-In-2,并求∫tan5xdx.

(C)

1.已知某物体在时刻t的运动加速度为3t2-sint,如果初速度v0=3,初始位移s0=2.试

求此物体的运动方程(位移s与时间t的函数关系).

2.某公司测定它的边际成本函数为C′(x)=4x x+3,已知C(13)=1126.40元,求总成

本函数.

东
软
电
子
出
版
社



第4章 不定积分  181  

4.3 分部积分法

  本节主要介绍不定积分的分部积分法.

【知识目标】

理解分部积分法,记忆常见的利用分部积分计算不定积分的类型.

【能力目标】

运用分部积分法计算常见类型的不定积分,并解决实际问题.

【案例引入】

引例 某公司测定它的边际利润函数为

L′(x)=1000x2e-0.2x,

已知x=0时L=2000元,求总利润.

由题意知,总利润L(x)=∫L′(x)dx=∫1000x2e-0.2xdx.但这个积分用前面学过的方法无法

求解.

【知识正文】

前面介绍的换元积分法,虽然可以解决许多积分的计算问题,但对一些不定积分却仍然无

能为力,例如∫xsinxdx,∫lnxdx等.本节介绍另一种基本积分法———分部积分法.

已经知道两个函数u和v 的乘积的微分运算公式是

d(uv)=udv+vdu,

对该公式的两边积分并利用积分性质得

uv=∫udv+∫vdu,
移项得

∫udv=uv-∫vdu,
这就是分部积分公式,利用上式求不定积分的方法称为分部积分法.它的特点是把求积分∫udv
转化成求积分∫vdu,因而如果∫vdu比∫udv容易计算,就可以使用此方法计算不定积分.

利用分部积分公式求不定积分的关键在于如何将所给积分∫f(x)dx化成∫udv的形式,使

积分更容易计算,例如,
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∫xexdx=∫xdex =xex -∫exdx=xex -ex +C= x-( )1ex +C.

一般情况下,选择u和v 的原则是:

(1)v容易求出;

(2)新积分∫vdu比原积分∫udv容易计算.

利用分部积分法计算不定积分,选择好u、v非常关键,选择不当将会使积分的计算变得更

加复杂,例如,

∫xexdx=∫exdx2æ

è
ç

ö

ø
÷

2 =x2
2e

x -∫x2
2de

x =x2
2e

x -∫x2
2e

xdx.

再如:

∫xcosxdx=∫xdsinx=xsinx-∫sinxdx=xsinx+cosx+C,

∫xcosxdx=∫cosxd(x
2

2
)=cosx·x

2

2-∫x2
2dcosx=cosx·x

2

2-12∫x2sinxdx.

由此可见,使用分部积分法的关键在于选择u和v.经过大量的计算经验,得到选择u,v的

一般方法如下:观察被积函数,它往往是由反三角函数、对数函数、幂函数、三角函数、指数函数

中的两类函数相乘构成,按照“反、对、幂、三、指”的顺序,把排在前面的那个函数选做u,特别注

意不是把排在后面的那个函数选作v,而是把排在后面的那个函数与dx 的乘积利用凑微分

f′(x)dx=df(x)作为dv,有了dv自然也就有了v.

例1 求∫x2exdx.

解 被积函数中x2 是幂函数,ex 是指数函数,根据“反、对、幂、三、指”的顺序,幂函数排在

指数函数之前,所以取u=x2,且exdx=dex =dv,则

∫x2exdx=∫x2dex =x2ex -∫exd(x2)=x2ex -∫ex·2xdx=x2ex -2∫xexdx
=x2ex -2x-( )1ex +C=(x2-2x+2)ex +C.

例2 求∫x3lnxdx.

解 令u=lnx,x3dx=dx4æ

è
ç

ö

ø
÷

4 =dv,则

∫x3lnxdx=∫lnxd(14x4)=14x4lnx-∫14x4d(lnx)=14x4lnx-14∫x4·1xdx
=14x

4lnx-14∫x3dx=14x
4lnx-116x

4+C.

例3 求∫ln(x+1)dx.

解 在这个被积函数中只有对数函数,取u=ln(1+x),dv=dx,则du= 1
1+xdx

,v=x.

所以
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∫ln(x+1)dx=xln(1+x)-∫xdln(x+1)=xln(1+x)-∫x
1+xdx

=xln(1+x)-∫x+1-1
1+x dx=xln(1+x)-∫(1- 1

1+x
)dx

=xln(1+x)-x+ln(x+1)+C.

例4 求∫arcsinxdx.

解 令u=arcsinx,dx=dv,即x=v,则

∫arcsinxdx=xarcsinx-∫xdarcsin( )x =xarcsinx-∫ x
1-x2

dx

=xarcsinx+12∫d1-x( )2

1-x2
=xarcsinx+ 1-x2 +C.

可见,当被积函数只有一个函数,并且该函数是反三角函数或者对数函数时,则该函数就选

作u,d后面的x就是v.

例5 求∫xarctanxdx.

解 令u=arctanx,xdx=dx
2

2=dv,则

∫xarctanxdx=x2
2arctanx-∫x2

2darctan
( )x =x2

2arctanx-∫x2
2
· 1
1+x2dx

=x2
2arctanx-∫12 1- 1

1+x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 dx

=x2
2arctanx-12 x-arctan( )x +C

=x2+1
2 arctanx-12x+C.

以上是比较常见的利用分部积分法计算不定积分的题目,当然分部积分法不仅仅只适用于

以上几种类型的被积函数,还可灵活地计算出很多不同类型的积分.

例6 求∫exsinxdx.

解  ∫exsinxdx=∫sinxdex =exsinx-∫exdsin( )x

=exsinx-∫excosxdx=exsinx-∫cosxdex
=exsinx- excosx-∫exdcos( )x

=ex sinx-cos( )x -∫exsinxdx.

解得∫exsinxdx=e
x

2 sinx-cos( )x +C.
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  例7 求∫sinln( )x dx.

解 ∫sinln( )x dx=xsinln( )x -∫xdsinln( )[ ]x =xsinln( )x -∫xcosln( )x 1
xdx

=xsinln( )x - xcosln( )x -∫xdcosln( )[ ]{ }x

=xsinln( )x -cosln( )[ ]x -∫sinln( )x dx.

解得∫sinln( )x dx=x
2 sinln

( )x -cosln( )[ ]x +C.

灵活应用分部积分法,可以解决许多不定积分的计算问题.

例8 求∫sec3xdx.

解 ∫sec3xdx=∫secx·sec2xdx=∫secxdtanx
=secxtanx-∫tanxdsecx
=secxtanx-∫tanx·secxtanxdx
=secxtanx-∫secxsec2x-( )1 dx

=secxtanx-∫sec3xdx+∫secxdx
=secxtanx+lnsecx+tanx -∫sec3xdx,

解得∫sec3xdx=12 secxtanx+lnsecx+tan( )x +C.

例9 求In =∫ 1
x2+a( )2 ndx(其中n为自然数,a>0).

解 显然有I0=x+C.

当n=1时,有I1=∫ dx
x2+a2=1aarctan

x
a +C.

当n>1时,利用分部积分法,得

In =∫ 1
x2+a( )2 ndx= x

x2+a( )2 n -∫xd 1
x2+a( )2

é

ë
êê

ù

û
úún

= x
x2+a( )2 n +2n∫ x2

x2+a( )2 n+1dx

= x
x2+a( )2 n +2n∫ dx

x2+a( )2 n -2na2∫ dx
x2+a( )2 n+1

= x
x2+a( )2 n +2nIn -2na2In+1,

于是得
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In+1= 1
2na2·

x
x2+a( )2 n +2n-1

2na2In (n=1,2,…).

以此类推公式,并由I1=1aarctan
x
a +C,即可求出In.

例10 已知f(x)的一个原函数是e-x2,求∫xf′(x)dx.

解 利用分部积分公式,得

∫xf′(x)dx=∫xdf(x)=xf(x)-∫f(x)dx.

根据题意

∫f(x)dx=e-x2 +C,

上式两边同时对x求导,得

f(x)=-2xe-x2,

所以

∫xf′(x)dx=xf(x)-∫f(x)dx=-2x2e-x2 -e-x2 -C.

至此,介绍了计算不定积分的基本方法:第一换元积分法,第二换元积分法和分部积分法,

利用这些方法可以计算许多不定积分问题,在有些问题中,需几种方法结合使用.

例11 求∫cosxdx.

解 应用不定积分的换元积分法:令t= x,即x=t2,从而dx=2tdt,则

∫cosxdx=∫cost·2tdt=2∫tdsin( )t .

再应用不定积分的分部积分法,有

∫cosxdx=2tsint-∫sintd( )t =2tsint+cos( )t +C,

代回t= x,得

∫cosxdx=2 xsin x+cos( )x +C.

例12 求解本节中的引例.
解 由题意知,总利润为

L(x)=∫L′(x)dx=∫1000x2e-0.2xdx

=-5000∫x2de-0.2x

=-5000(x2e-0.2x -2∫xe-0.2xdx)

=-5000(x2e-0.2x +10∫xde-0.2x)
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=-5000[x2e-0.2x +10(xe-0.2x -∫e-0.2xdx)]

=-5000[x2e-0.2x +10xe-0.2x +50e-0.2x]+C

=-5000[x2+10x+50]e-0.2x +C.
将初始条件x=0时L=2000代入,得

C=252000,

故总利润为

L(x)=-5000[x2+10x+50]e-0.2x +252000.

【知识与能力拓展】

1.学习应用 Mathematica软件计算不定积分的方法.

2.上机演练

(1)∫xsinxdx    (2)∫x2exdx
【学习效果评估】

(A)

1.求下列不定积分:

(1)∫xsinxdx           (2)∫xcosx
2dx

(3)∫xe-xdx (4)∫x2e-xdx

(5)∫x2lnxdx (6)∫lnxxdx
(7)∫ln( )x 2dx (8)∫lnxdx
(9)∫arccosxdx (10)∫x2arctanxdx

(B)

1.求下列不定积分:

(1)∫cos(lnx)dx            (2)∫e-xcosxdx

(3)∫e-2xsinx
2dx

(4)∫lnlnxx dx

(5)∫e3xdx (6)∫(arcsinx)2dx
(7)∫exsin2xdx (8)∫xln2xdx
2.已知sinx

x
是f(x)的原函数,求∫xf′(x)dx.
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3.已知f(x)=e
x

x
,求∫xf″(x)dx.

4.设 f(x)是 单 调 连 续 函 数,f-1(x)是 它 的 反 函 数,且∫f(x)dx =F(x)+C,求

∫f-1(x)dx.

5.设F(x)为f(x)的原函数,且当x≥0时,f(x)F(x)= xex
2 1+( )x 2,又F( )0 =1,F(x)

>0,试求f(x).

6.设In =∫dx
sinnx

(n≥2),证明:In =- 1
n-1

· cosx
sinn-1x+n-2

n-1
In-2.

(C)

1.某家庭每天电的消费速率(以千瓦小时计)是

F′(t)=K(t)=10te-t,

其中t是时间,以小时计,即t在区间 0,[ ]24 中.已知F(0)=0,求F(t).

4.4* 有理函数的积分

  本节主要介绍有理函数的积分、可化为有理函数的积分以及简单无理函数的积分.

【知识目标】

记忆将有理分式分解为部分分式之和的待定系数法;记忆三角有理式的不定积分;记忆简

单无理函数的积分.

【能力目标】

能够分别应用待定系数法和万能置换法求解有理函数和三角有理式的不定积分.

【案例引入】

引例 在一条新装配线上一位雇员学会某项任务的概率的变化率为

p′(t)= 1
t(2+t)2

,

其中p是在时间t(以月计)后学会该项任务的概率.已知t=2时p=0.8267,求函数p(t).
这个积分的被积函数是有理函数,前面学过的计算方法并不适用.下面将介绍有理函数的

积分.

【知识正文】

设Pn(x)和Qm(x)分别为x的n次和m 次多项式,其中n和m 为正整数且多项式Pn(x)
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和Qm(x)无公因子,将它们的商R(x)=Pn(x)
Qm(x)

称为有理分式.

如果n<m,则称R(x)为有理真分式;如果n≥m,则称R(x)为有理假分式.

4.4.1 有理分式的不定积分

1.最简分式的不定积分

下列四类分式称为最简分式,其中n为大于等于2的正整数,A,M,N,a,p,q均为常数,且

p2-4q<0(即x2+px+q为二次质因式):

(1) A
x+a  

(2) A
x+( )a n   (3)

A
x2+px+q

  (4) Mx+N
x2+px+q

下面举例来说明这四类最简分式的不定积分的计算.

例1 求∫ 1
x+1

dx.

解 ∫ 1
x+1

dx=∫ 1
x+1

dx+( )1 =lnx+1 +C.

例2 求∫ 1
x-( )1 2dx.

解 ∫ 1
x-( )1 2dx=∫ 1

x-( )1 2dx-( )1 =- 1
x-1+C.

例3 求∫ 1
x2+1

dx.

解∫ 1
x2+1

dx=arctanx+C.

例4 求∫ x
x2+1

dx.

解 ∫ x
x2+1

dx=12∫ 1
x2+1

dx( )2 =12∫ 1
x2+1

dx2+( )1 =12lnx2+( )1 +C.

在计算有理函数的最简分式积分时,首先考虑直接应用不定积分基本公式或第一类换元积

分法.

2.有理真分式的不定积分

计算有理函数的不定积分的难点,在于如何将所给有理真分式化为最简分式之和.

例5 求∫ 1
x2-1

dx.

解 ∫ 1
x2-1

dx=∫ 1
x+( )1 x-( )1 dx

=12∫(x+1)-(x-1)
x+( )1 x-( )1 dx

=12∫ 1
x-1- 1

x+
æ

è
ç

ö

ø
÷

1 dx
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=12lnx-1 -lnx+( )1 +C

=12ln
x-1
x+1 +C.

例6 求∫ x+3
x2-5x+6

dx.

解 因为x2-5x+6= x-( )2 x-( )3 ,所以设

x+3
x2-5x+6= A

x-2+ B
x-3

,

其中A,B 为待定系数,两端消去分母,得

x+3=A x-( )3 +Bx-( )2 = A+( )B x- 3A+2( )B ,

解得A=-5,B=6,即

x+3
x2-5x+6= -5

x-2+ 6
x-3

,

所以 ∫ x+3
x2-5x+6

dx=∫-5
x-2+ 6

x-
æ

è
ç

ö

ø
÷

3 dx=-5lnx-2 +6lnx-3 +C.

例7 求∫ 1
x-( )2 x-( )5 dx.

解 ∫ 1
x-( )2 x-( )5 dx=13∫x-( )2 - x-( )5

x-( )2 x-( )5 dx

=13∫ 1
x-5- 1

x-
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 dx

=13∫ 1
x-5

dx-∫ 1
x-2

dæ

è
ç

ö

ø
÷x

=13∫ 1
x-5

dx-( )5 -∫ 1
x-2

dx-( )é

ë
êê

ù

û
úú2

=13lnx-5 -lnx-( )2 +C

=13ln
x-5
x-2 +C.

在上面3个例子中,都是对给定有理真分式 P(x)
Q(x)

,表示为最简分式的和,首先要把分母

Q(x)在实数范围内分解为一次因式与二次质因式的乘积,再根据这些因式的结构,利用待定系

数法确定所有系数.

例8 求∫ 1
x x-( )1 2dx.

解 被积函数为有理函数.

令 1
x x-( )1 2=A

x + B
x-( )1 2+ C

x-1
,其中A,B,C为待定常数,通分后两端比较,得

1=A x-( )1 2+Bx+Cx x-( )1 ,
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令x=0,得A=1;令x=1,得B=1;令x=2,得C=-1,即

1
x x-( )1 2=1x + 1

x-( )1 2- 1
x-1

,

所以∫ 1
x x-( )1 2dx=∫1

x + 1
x-( )1 2- 1

x-
é

ë
êê

ù

û
úú1 dx=lnx - 1

x-1-lnx-1 +C.

例9 求∫ 1
1+2( )x 1+x( )2

dx.

解 设被积函数可分解成

1
1+2( )x 1+x( )2

= A
1+2x+Bx+C

1+x2
,

其中A,B,C为待定系数,两端通分并约去分母,得

1=A1+x( )2 + Bx+( )C 1+2( )x ,

1= A+2( )B x2+ B+2( )C x+c+A,

即A+3B=0,B+2C=0,A+C=1,解得

A=45
,B=-25

,C=15
,

所以

∫ 1
1+2( )x 1+x( )2

dx=∫
4
5

1+2xdx+∫
-2
5x+15
1+x2 dx

=25ln1+2x -15∫2x
1+x2dx+15∫ 1

1+x2dx

=25ln1+2x -15ln1+x( )2 +15arctanx+C.

前面所介绍的求有理函数的不定积分的方法虽然具有普遍适用的特点,但在具体积分计算

时,不应拘泥于上述方法,而应根据被积函数的特点,灵活选用其它各种能简化积分计算的

方法.

例10 求∫2x
3+2x2+5x+5
x4+5x2+4

dx.

解 ∫2x
3+2x2+5x+5
x4+5x2+4

dx=∫2x3+5x
x4+5x2+4

dx+∫ 2x2+5
x4+5x2+4

dx

=12∫dx4+5x2+( )4
x4+5x2+4 +∫x2+1+x2+4

x2+( )1 x2+( )4 dx

=12lnx4+5x2+4 +∫dx
x2+4+∫dx

x2+1

=12lnx4+5x2+4 +12arctan
x
2+arctanx+C.

在有理分式的分解式中,应注意到以下两点:

(1)若分母Q(x)中含有因式 x-( )a k,则分解后含有下列k个最简分式之和
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A1

x-( )a k + A2

x-( )a k-1+…+ Ak

x-a
,

其中A1,A2,…,Ak 都是常数,特殊地,若k=1,分解后有 A
x-a.

(2)若分母Q(x)含有因式 x2+px+( )q k,其中p2-4q<0,则分解后含有下列k个最

简分式之和:

M1x+N1

x2+px+( )q k + M2x+N2

x2+px+( )q k-1+…+ Mkx+Nk

x2+px+q
,

其中Mi,Nii=1,2,…,( )k 都是常数,特别地,若k=1,分解后有

Mx+N
x2+px+q

.

3.有理假分式的不定积分

利用多项式除法,可以把任意一个假分式化为一个有理整式和一个有理真分式之和.例如

x3+x+1
x2+1 =x+ 1

x2+1
.

有理整式的积分很简单;有理真分式的积分,也已经讨论过了.

例11 求∫x3+x+1
x2+1

dx.

解 ∫x3+x+1
x2+1

dx=∫(x+ 1
x2+1

)dx=12x
2+arctanx+C.

4.4.2 三角函数有理式的积分

由sinx,cosx 和 常 数 经 过 有 限 次 四 则 运 算 构 成 的 函 数 称 为 三 角 有 理 函 数,记 为

Rsinx,cos( )x .
三角函数的积分比较灵活,方法很多.在换元积分法和分部积分法中我们都介绍过一些方

法,这里主要介绍三角函数有理式的积分方法,其基本思想是通过适当的变换,将三角有理函数

化为有理函数的积分.

由三角函数理论可知道,sinx和cosx都可以用tanx
2

的有理化来表示,即

sinx=2sinx
2cos

x
2=

2tanx
2

sec2x
2

=
2tanx

2

1+tan2x
2

,

cosx=cos2x
2-sin2x

2=
1-tan2x

2

sec2x
2

=
1-tan2x

2

1+tan2x
2

,

因此,如果令u=tanx
2
,则x=2arctanu,从而有
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sinx= 2u
1+u2

,cosx=1-u2
1+u2

,dx= 2du
1+u2 .

(4-1)

由此可见,通过变换u=tanx
2
,三角函数有理式的积分总是可以化为有理函数的积分,即

∫Rsinx,cos( )x dx=∫R 2u
1+u2

,1-u2
1+u

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
2

1+u2du
,

所以这个变换公式又称为万能置换公式.
有些情况下(如三角函数有理式中sinx和cosx的幂次均为偶数时),常用变换u=tanx,此

时易推出

sinx= u
1+u2

,cosx= 1
1+u2

,dx= 1
1+u2du

, (4-2)

这个变换公式常称为修改的万能置换公式.

例12 求∫1
sin4xdx.

解 方法一:由万能置换公式,令u=tanx
2
,则

  ∫1
sin4xdx=∫ 1

2u
1+u
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

4·
2

1+u2du

=∫1+3u2+3u4+u6
8u4 du

=18 - 1
3u3-3u +3u+u3é

ë
êê

ù

û
úú3 +C

=- 1

24tanxæ

è
ç

ö

ø
÷

2
3- 3

8tanx
2

+124
tanxæ

è
ç

ö

ø
÷

2
3

+38tan
x
2+C.

方法二:利用修改的万能置换公式,令u=tanx,则

∫1
sin4xdx=∫ 1

u
1+u

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

4·
1

1+u2du=∫1+u2
u4 du=- 1

3u3-1u +C

=-13cot
3x-cotx+C.

方法三:不用万能置换公式.

∫1
sin4xdx=∫csc2x1+cot2( )x dx=∫csc2xdx+∫cot2xcsc2xdx

=-cotx-13cot
3x+C.

比较以上三种方法可知,万能置换公式不一定是最佳方法,故有理式的计算中先考虑其他

方法,不得已才用万能置换公式.
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  例13 求∫ 1+sinx
sinx1+cos( )x dx.

解 令t=tanx
2
,则dx= 2dt

1+t2
,于是

∫ 1+sinx
sinx1+cos( )x dx=∫

1+ 2t
1+t2

2t
1+t2

1+1-t2
1+t

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

· 2dt
1+t2=∫t2+1+2t

2t dt

=14t
2+12lnt +t+C

=14tan
2x
2+12ln

tanx
2 +tanx

2+C.

4.4.3 简单无理函数的积分

求简单无理函数的积分,其基本思想是利用适当的变换将其有理化,转化为有理函数的积

分,下面通过实例来具体说明.

例14 求∫ 1
1+ 2x

dx.

解 为了去掉根号,可令 2x=t(t>0),则2x=t2,x=12t
2,dx=tdt,于是

∫ 1
1+ 2x

dx=∫1
1+ttdt=∫t+1-1

1+t dt

=∫dt-∫1
1+tdt=t-lnt+( )1 +C

= 2x-ln(2x+1)+C.

例15 求∫ 1
x 1+

3( )x
dx.

解 为同时消去被积函数中的根式 x 和
3
x,可令x=t6,则dx=6t5dt.从而

    ∫ 1
x 1+

3( )x
dx=∫ 6t5

t3 1+t( )2
dt=∫6t2

1+t2dt=6∫t2+1-1
1+t2 dt

=6∫1- 1
1+t

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 dt=6t-arctan[ ]t +C

=6[
6
x-arctan

6
x]+C.

例16 求∫1x 1+x
x dx.

解 为了去掉根号,可以设 1+x
x =t,于是1+x

x =t2,x= 1
t2-1

,dx=- 2t
t2-( )1 2dt,从

而所求积分为

∫1x 1+x
x dx=∫t2-( )1t· -2t

t2-( )1 2dt=-2∫t2
t2-1

dt
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=-2∫1+ 1
t2-

æ

è
ç

ö

ø
÷

1 dt=-2t-lnt-1
t+1 +C

=-2t+2lnt+( )1 -lnt2-1 +C

=-2 1+x
x +2ln 1+x

x +
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú1 +lnx +C.

例17 求解本节中的引例.
解 由题意知

p(t)=∫p′(t)dt=∫ 1
t(2+t)2dt

=14∫1
t - t+4

(t+2)
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 dt

=14∫1
t - 1

t+2- 2
(t+2)

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 dt

=14
[lnt-ln(t+2)+2 1

t+2
]+C.

将t=2时p=0.8267代入,得

C=0.875,
故

p(t)=14
[lnt-ln(t+2)+2 1

t+2
]+0.875.

本章介绍了不定积分的概念和计算方法,必须指出的是:初等函数在它有定义的区间上的

不定积分一定存在,但不定积分存在与不定积分能否用初等函数表示出来不是一回事.事实

上,有很多初等函数,它们的不定积分是存在的,但却无法用初等函数表示出来,如:∫e-x2dx,

∫1
lnxdx

,∫sinxx dx.

【知识与能力拓展】

1.学习应用 Mathematica软件计算不定积分的方法,上机演练:

(1)∫ 1
x4+1

dx        (2)∫ 1
3+sin2x

dx

(3)∫ dx
x +

4
x

【学习效果评估】

(A)

1.求下列不定积分:

(1)∫ 1
x2-x-6

dx        (2)∫ 1
x2-4

dx

(3)∫x+1
x-( )1 3dx (4)∫1x 1+x

x dx
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(5)∫ x2+1
x+( )1 2 x-( )1 dx

(6)∫ x
x2+2x+2

dx

(7)∫ 1
1+

3
x+1

dx (8)∫1x 1+x
x dx

(9)∫ 1
1+sinx+cosxdx

(10)∫ x
x+( )1 x+( )2 x+( )3 dx

(11)∫ 1
3+sin2x

dx (12)∫x+1-1
x+1+1

dx

(B)

1.求下列不定积分:

(1)∫x3
x+3

dx (2)∫ 3
x3+1

dx

(3)∫ 2x+3
x2-2x-+5

dx (4)∫ 1
x+x( )2 1+x( )2

dx

(5)∫ x2+1
x+( )1 2 x-( )1 dx

(6)∫ 1
2sinx-cosx+5

dx

(C)

1.一家草坪机器公司引进一种新型的草坪播种机.公司发现,关于这种播种机的边际供

给函数满足

S′(p)= 100p
(20-p)2

(0≤p≤19),

其中S是每台播种机价格为p 千元时所销售的数量.已知当价格是19千元时,公司将销售

2000台播种机,求供给函数S(p).

单元训练

一、知识评估

1.单项选择题

(1)若f(x)是g(x)的一个原函数,则 (  )

(A)∫f(x)dx=g(x)+C    (B)∫g(x)dx=f(x)+C

(C)∫f′(x)dx=g(x)+C (D)∫g′(x)dx=f(x)+C

(2)下列各对函数中,是同一个函数的原函数的是(  )
(A)arctanx和arccotx (B)sin2x和cos2x

(C)ex +e-( )x 2 和e2x +e-2x (D)2
x

ln2
和2x +ln2

(3)若f(x)的导数是sinx,则f(x)的一个原函数是(  )
(A)1+sinx (B)1-sinx
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(C)1+cosx (D)1-cosx
(4)下列等式成立的是(  )

(A)∫f′(x)dx=f(x) (B)∫df(x)=f(x)

(C)ddx∫f(x)dx=f(x) (D)d∫f(x)dx=f(x)

(5)∫xf″(x)dx=(  )

(A)xf′(x)-∫f(x)dx (B)xf′(x)-f′(x)+C

(C)xf′(x)-f(x)+C (D)f(x)-xf′(x)+C
(6)设f(x)的一个原函数是e-2x,则f(x)=(  )
(A)e-2x (B)-2e-2x

(C)-4e-2x (D)4e-2x

(7)设f′sin2( )x =cos2x,且f( )0 =0,则f(x)=(  )

(A)sinx-12sin
2x (B)sin2x-12sin

4x

(C)x-12x
2 (D)cos2x-cos4x

(8)∫ 1
1+x2dx≠

(  )

(A)arccot1x +C (B)arctanx+C

(C)arctanx·1x +C (D)12arctan
2x
1-x2+C

2.填空题

(1)设f(x)=e-x,则∫f′ln( )x
x dx= .

(2)若∫f(x)e-1xdx=xe-1x +C,则f(x)= .

(3)设∫xf(x)dx=lnx+ a2+x( )2 +C,则∫dx
f(x)=

.

(4)设e-x 是f(x)的一个原函数,则∫xf(x)dx= .

(5)设∫xf(x)dx=arcsinx+C,则∫dx
f(x)=

.

(6)设f(x)的一个原函数是xlnx-x,则∫e2xf′e( )x dx= .

(7)设∫f(x)·sinln( )x
x dx=12sin

2ln( )x +C,则f(x)= .

(8)设∫f(x)dx=xf(x)-∫ x
1+x2

dx,则f(x)= .
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  3.用适当的方法求下列不定积分:

(1)∫x3
1+x2dx       

(2)∫xcos2xdx
(3)∫x+arctanx

1+x2 dx (4)∫ dx
ex -e-x

(5)∫1x2sin1xdx (6)∫1+cosx
x+sinxdx

(7)∫cotx
1+sinxdx

(8)∫ 1
x(1+x)

dx

(9)∫ dx
x4 1+x2

(10)∫ lnx
x 1+lnx

dx

(11)∫tan4xdx (12)∫ dx
x x6+( )4

(13)∫ dx
x1+( )x

(14)∫xcos2xdx
(15)∫ dx

x2 x2-1
(16)∫ dx

x4 1+x2

(17)∫ln1+x( )2 dx (18)∫sin
2x

cos3xdx

(19)∫1+cosx
sinx dx (20)∫esinxxcos

3x-sinx
cos2x dx

二、单元项目

案例 物体的运动路程

已知一辆汽车以速度v(t)(米/秒)行驶,从启动开始测试其瞬时速度,要求每秒测量

一次.
(1)在坐标系中作出测量数据的散点图,通过曲线拟合,确定在初等函数中,哪一类与这

组数据拟合得最好?
(2)使用 Mathematica软件求得与所测量数据拟合最好的函数.
(3)求出汽车在t=0秒到t=5秒的行驶路程.
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