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第6章 多元函数微分学

一、单元概述

《高等数学(上册)》主要研究的一元函数仅仅依赖于一个自变量.但许多科学技术和经济

管理的实际问题,往往不是由一个因素决定,而是由多种因素决定的,反映在数学上,就是一

个变量依赖于多个变量的多元函数问题.本章首先介绍空间解析几何的基本知识,为多元函数

的研究提供几何背景和基础,然后讨论多元函数的概念及其微分学.它实际上是一元函数微分

学的推广与发展,二者有着密切的联系,但又有一些本质的差异,在学习中要注意把握.本书

主要讨论二元函数,其理论与方法不难向更一般的多元函数推广.
通过本章的学习,理解向量代数、空间曲线及曲面的概念;理解多元函数的概念;理解偏

导数和全微分的概念;学会运用不同方法求解不同形式二元函数的偏导数和全微分;会求曲线

的切线和法平面及曲面的切平面和法线;理解多元函数极值和条件极值的概念,学会运用二元

函数极值存在条件求二元函数的极值;会用拉格朗日乘数法求条件极值,会求简单二元函数的

最大值和最小值,学会运用二元函数微分学知识解决一些简单实际问题.通过本章的学习,培
养学生抽象思维、逻辑推理等数学思维能力;培养学生应用数学知识、数学思想和数学工具分

析和解决实际问题的能力;使学生受到书面表达和团队协作的进一步训练.

二、教学重点与难点

1.重点:曲面方程,旋转曲面、柱面等二次曲面,多元函数的概念,偏导数与全微分的概

念,多元复合函数的求导法则,用拉格朗日条件极值求最大值应用问题.
难点:二次曲面,全微分的概念,多元复合函数的求导法则.

2.解决方案:
空间解析几何中空间二次曲面的概念:通过课件展示和 Mathematica软件绘图,将二次曲

面的几何图形直观呈现出来,并结合它们的方程进行分析讲解.
多元函数概念及偏导数与全微分的概念:从知识的实际应用问题中引出多元函数及其微分

的概念和理论,应用案例引导学生归纳出新的概念和知识.
多元复合函数的求导法则:采用练习教学法,精讲多练.
用拉格朗日条件极值求最大值应用问题:以实际应用问题引导知识,用知识引申应用,即

从实际应用案例引出拉格朗日条件极值问题,从中归纳出拉格朗日乘数法,再将此方法应用到

更多的实际问题中去,通过实例详细讲解该方法在几何学、物理学和经济学方面的应用.
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2    高等数学(下册)

三、项目导学

一渔船正驶入浅滩,为确保安全,探测前方1平方公里范围内的水深情况,设点(x,y)处的

水深为z米,通过声纳探测得到一组数据点(如表0-1所示).假设该船满载时吃水深度为8.3
米,问该船有无触礁的风险?

表0-1 海底测量数据

x 70 129 140 103 88 185 195 105 157 107 77 81 162 162 117

y -90 7 141 23 147 22 137 85 -6 -81 3 56 -66 84 -33
z -8 -4 -8 -6 -8 -6 -8 -8 -9 -9 -8 -8 -9 -4 -9

  是否有触礁的风险抽象为最低水深是否大于渔船满载时船底吃水的深度,所以关键问题是

寻找水深的“最小值”或是海底面的“最高点”.这个问题的解决首先需要对表0-1中的数据进行

二元拟合,得到海底曲面的方程,再利用偏导数求二元函数的最值.本章将介绍空间解析几何

的基本知识以及多元函数微分学及其应用.

6.1 向量及其线性运算

  本节主要介绍空间直角坐标系的概念、向量的概念及其向量的线性运算.

【知识目标】

理解向量的概念及其表示;理解单位向量、方向角与方向余弦、向量的坐标表达式;根据向

量的线性运算建立空间直角坐标系,理解空间点的坐标,记忆空间两点间的距离公式.

【能力目标】

会运用空间直角坐标系中点的坐标描述几何问题,会求空间两点间的距离,会用坐标进行

向量的线性运算.

【案例引入】

引例1 如图6-1所示,如何求出多面体任意两顶点间的距离呢? 根据平面直角坐标系的

知识,可以做一个通过该两点的平面,并在该平面上建立平面直角坐标系,找到该两点的平面直

角坐标,进而利用平面上两点间的距离公式d= (x2-x1)2+(y2-y1)2 来求出.但是,如果

是要计算多面体每两个顶点之间的距离呢? 是否需要每两个点都要做一个平面,并在该平面上

建立一个平面直角坐标系呢? 这样将会做很多重复工作,因为需要建立很多个平面直角坐标

系,而且一个顶点在多个平面直角坐标系上分别找到其坐标也相当困难.那么能否只建立一个

坐标系,使得每一个顶点在该坐标系上都有确定的坐标,而不需要在多个平面直角坐标系中分

别找 到 其 坐 标 呢? 进 而,是 否 也 有 一 个 和 平 面 上 两 点 间 的 距 离 公 式 d =
(x2-x1)2+(y2-y1)2 类似的公式存在呢? 这样的坐标系是存在的,就是空间直角坐标

系,类似的空间两点间的距离计算公式也是存在的.
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第6章 多元函数微分学  3    

引例2 客观世界有各种各样的量,比如时间、质量、长度、距离、力、速度、位移、加速度等

等.我们知道,时间过了5分钟就是5分钟,非常明确.但如果描述飞机飞行速度时,只说飞机

以600公里/小时的速度飞行,就不十分明确,它往哪个方向飞呢? 所以刻画速度时,既要有大

小,还要有方向.力、位移、加速度都属于这一类的量,这样的量就是“向量”.

图6-1    图6-2

【知识正文】

6.1.1 空间直角坐标系

1.空间直角坐标系

中学时就已经知道,通过平面直角坐标系,可以将平面上的点与一对有序实数对应起来,从
而可用代数方法来讨论几何问题.现将这种思想加以推广,引进空间直角坐标系,从而将空间

中的点用一个有序数组来表示.
在空间中取定一点O 作为原点,通过该点作三条相互垂直的数轴,分别记为x轴(横轴)、y

轴(纵轴)和z轴(竖轴),统称为坐标轴.三个坐标轴上的单位长度通常都相同(这些长度单位

也可以不同,但本章中,如无特别声明,则三个轴上都取相同的长度单位).通常将x轴和y轴置

于水平面上,z轴取铅直方向.如图6-3所示,三个坐标轴的次序和方向按右手法则来确定.即用

右手握住z轴,四个手指从x轴的正向旋转90°到y轴的正向时,拇指的指向就是z轴的正向.
由任意两条坐标轴所确定的平面称为坐标面.x轴和y 轴所在的平面称为xOy 坐标面,另

外两个坐标面分别是yOz坐标面和zOx 坐标面.如图6-4所示,三个坐标面将整个空间分为8
个部分,每一部分称为一个卦限.含有x轴、y轴和z 轴的正半轴的那个卦限称为第一卦限,其
他第二、第三、第四卦限都在xOy面的上方,按逆时针方向确定.第五卦限在第一卦限下方,第
六、第七、第八卦限也都在xOy面的下方,按逆时针方向确定.这八个卦限分别用罗马数字Ⅰ、

Ⅱ、Ⅲ、Ⅳ、Ⅴ、Ⅵ、Ⅶ、Ⅷ来表示.

图6-3  图6-4
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4    高等数学(下册)

在上面建立的坐标系中,坐标轴、坐标面都是两两垂直的,故称之为空间直角坐标系.

2.空间点的坐标

如图6-5所示,设M 为空间中的一点,过该点作三个分别垂直于x轴、y轴和z 轴的平面,
它们与x轴、y轴和z轴分别交于P 点、Q 点和R 点.这三个点在x轴、y轴和z轴上的坐标分

别是x、y和z.从而空间中的一点 M 就唯一确定了一个有序数组(x,y,z).反之,给定一个有

序数组(x,y,z),则可分别在x轴、y轴和z轴上取坐标为x、y、z的三个点P、Q、R,过这三个点

分别作一个与x轴、y轴和z轴垂直的平面,这三个平面有唯一的交点,这个交点就是有序数组

(x,y,z)所确定的点M.

图6-5

这样,利用空间直角坐标系,就在有序数组(x,y,z)与空间中

的点M 之间建立了一一对应关系.有序数组(x,y,z)称为点M 的

坐标.其中x、y和z 分别称为点M 的横坐标、纵坐标和竖坐标.
在以后的表述中,常把一个点和表示这个点的坐标不加区别.所

说的给定一点,就是给定这个点的坐标;所说的求一个点,就是求

一个点的坐标.
坐标面、坐标轴上的点的坐标有一定特点:

xOy坐标面上的点的坐标为 x,y,( )0 ;yOz坐标面上的点的

坐标为 0,y,( )z ;zOx坐标面上的点的坐标为 x,0,( )z .
x轴上的点的坐标为 x,0,( )0 ;y 轴上的点的坐标为 0,y,( )0 ;z 轴上的点的坐标为

0,0,( )z .
设 M(x,y,z)为空间中一点,从点M 向xOy 坐标面作垂线,设垂足为N,则易知点N 的坐

标为 (x,y,0).点 N 称 为 点 M 在xOy 坐 标 面 上 的 投 影.同 理 可 知,点 K(0,y,z)和 点

H(x,0,z)分别是M 点在yOz坐标面与在zOx 坐标面上的投影.

图6-6

3.空间两点间的距离

若 M1(x1,y1,z1)、M2(x2,y2,z2)为空间任意两

点,如图6-6所示,可计算M1M2 的距离为:

d2= M1M2
2= M1N 2+ NM2

2

= M1P 2+ PN 2+ NM2
2

而   M1P = x2-x1
PN = y2-y1  
NM2 = z2-z1

所以

d= M1M2 = (x2-x1)2+(y2-y1)2+(z2-z1)2

特殊地,若两点分别为M(x,y,z),O(0,0,0),则

d= OM = x2+y2+z2

例1 求证以 M1(4,3,1)、M2(7,1,2)、M3(5,2,3)三点为顶点的三角形是一个等腰三

角形.
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证明 M1M2
2=(4-7)2+(3-1)2+(1-2)2=14,

M2M3
2=(5-7)2+(2-1)2+(3-2)2=6,

M3M1
2=(5-4)2+(2-3)2+(3-1)2=6.

由于 M2M3 = M3M1 ,所以原结论成立.
例2 在z轴上求一点M,使点M 到点A(1,0,2)和到点B(1,-3,1)的距离相等.
解 因为所求的点M 在z轴上,故可设点M 的坐标为(0,0,z),根据题意,有

(0-1)2+(0-0)2+(z-2)2 = (0-1)2+(0+3)2+(z-1)2

解得z=-3,即点M 的坐标是(0,0,-3).

6.1.2* 向量及其线性运算

1.向量概念

在研究力学、物理学以及其他应用科学时,常会遇到这样一类量,它们既有大小,又有方向.
例如力、力矩、位移、速度、加速度等,这一类量叫做向量.

向量可用粗体字母表示,也可用上加箭头书写体字母表示,例如,a、r、v、F 或a→ 、r→、v→、
→
F.在几何上,通常用一条有方向的线段(称为有向线段)来表示向量(如图6-7所示).有向线段

的长度表示向量的大小,有向线段的方向表示向量的方向.如果线段的起点是 M1,终点是 M2,

那么这个有向线段所表示的向量记作M1M→2.

图6-7

在实际问题中,有些向量与起点有关(例如一个力与该力的作用点

的位置有关),有些向量与其起点无关.由于一切向量的共性是它们都有

大小和方向,所以在数学上只研究与起点无关的向量,并称这种向量为

自由向量,简称向量.因此,如果向量a和b的大小相等,且方向相同,则
说向量a和b 是相等的,记为a=b.相等的向量经过平移后可以完全

重合.
向量的大小叫做向量的模.向量a、a→、→AB 的模分别记为|a|、|a→|、| →AB|.模等于1的向量

叫做单位向量.模等于0的向量叫做零向量,记作0或
→
0.零向量的起点与终点重合,它的方向

可以看作是任意的.
如果两个非零向量的方向相同或相反,则称这两个向量平行.向量a与b 平行,记作a∥b.

零向量认为是与任何向量都平行.
当两个平行向量的起点放在同一点时,它们的终点和公共的起点在一条直线上.因此,两

向量平行又称两向量共线.
类似还有共面的概念.设有k(k≥3)个向量,当把它们的起点放在同一点时,如果k个终

点和公共起点在一个平面上,就称这k个向量共面.

2.向量的线性运算

向量的加法 设有两个向量a与b,平移向量使b的起点与a 的终点重合,此时从a的起点

到b的终点的向量c称为向量a 与b的和,记作a+b,即c=a+b(如图6-8所示).
上述作出两向量之和的方法叫做向量加法的三角形法则.另一种求和的方法称为平行四边

形法则:当向量a与b 不平行时,平移向量使a与b 的起点重合,以a、b为邻边作一平行四边
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6    高等数学(下册)

形,从公共起点到对角的向量等于向量a与b的和a+b(如图6-9所示).

图6-8

  
图6-9

向量的加法符合运算规律:
(1)交换律 a+b=b+a;
(2)结合律 (a+b)+c=a+(b+c).
由于向量的加法符合交换律与结合律,故n个向量a1,a2,…,an(n≥3)相加可写成a1+a2

+…+an,并按向量相加的三角形法则,可得n个向量相加的法则如下:使前一向量的终点作为

次一向量的起点,相继作向量a1,a2,…,an,再以第一向量的起点为起点,最后一向量的终点为

终点作一向量,这个向量即为所求的和.如图6-10所示,有

图6-10

s=a1+a2+a3+a4
设a为一向量,与a的模相同而方向相反的向量叫做a 的负向量,记为

-a.因此,规定两个向量b与a 的差为

b-a=b+(-a).
即把向量-a加到向量b上,便得b与a 的差b-a(如图6-11所示).

特别地,当b=a时,有

a-a=a+(-a)=0.
显然,任给向量 →AB及点O,→AB= →AO+ →OB= →OB- →OA,
因此,若把向量a与b移到同一起点O,则从a的终点A 向b的终点B 所引向量 →AB便是向

量b与a 的差b-a(如图6-12所示).

图6-11

  
图6-12

由三角形两边之和大于第三边的原理,有
|a+b|≤|a|+|b|及|a-b|≤|a|+|b|,

其中等号在b与a 同向或反向时成立.
向量与数的乘法 向量a与实数λ 的乘积记作λa,规定λa 是一个向量,它的模|λa|=

|λ||a|,它的方向当λ>0时与a相同,当λ<0时与a相反.
当λ=0时,|λa|=0,即λa 为零向量,这时它的方向可以是任意的.
特别地,当λ=±1时,有

1a=a,(-1)a=-a.
向量与数的乘积符合下列运算规律:
(1)结合律λ(μa)=μ(λa)=(λμ)a;
(2)分配律 (λ+μ)a=λa+μa;λ(a+b)=λa+λb.
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第6章 多元函数微分学  7    

向量的相加以及数乘向量统称为向量的线性运算.
例3 在平行四边形ABCD 中,设 →AB=a,→AD=b.试用a和b 表示向量 →MA、→MB、→MC、

→MD,其中M 是平行四边形对角线的交点(如图6-13所示).
解 由于平行四边形的对角线互相平分,所以

a+b= →AC=2 →AM=-2 →MA,

于是 →MA=-12
(a+b);→MC=- →MA=12

(a+b).

因为-a+b= →BD=2 →MD,所以- →MD=12
(b-a);→MB=- →MD=12

(a-b).

通常把与a同方向的单位向量称为a 的单位向量,记为ea(如图6-14所示).如果a≠0,由
数与向量乘积的定义,有

a=|a|ea, ea= a
|a|.

图6-13     图6-14
这表示一个非零向量除以它的模的结果是一个与原向量同方向的单位向量.这一过程又称

为将向量单位化.
由于λa 与a 平行,因此常用数与向量的乘积来说明两个向量的平行关系.即有

定理1 设向量a≠0,那么向量b平行于a 的充分必要条件是:存在唯一的实数λ,使b
=λa.

证明 条件的充分性是显然的,下面证明条件的必要性.

设b∥a.取|λ|=|b||a|
,当b与a 同向时λ取正值,当b与a 反向时λ取负值,即b=λa.这是

因为此时b与λa 同向,且|λa|=|λ||a|=|b||a||a|=|b|.

再证明数λ的唯一性.设b=λa,又设b=μa,两式相减,便得

(λ-μ)a=0,即|λ-μ||a|=0.
因|a|≠0,故|λ-μ|=0,即λ=μ.

6.1.3* 利用坐标作向量的线性运算

1.向量的坐标表示

把向量放在直角坐标系中讨论,就可以引进向量的坐标,这样向量与有序数组就联系起来,
从而可以用代数的方法来研究向量.

在空间直角坐标系中,分别在三个坐标轴上取与x,y,z轴同方向的单位向量,称为坐标向

量,分别记为i,j,k.设r为空间的任意向量,将r平移使起点在坐标原点O,终点 M 的坐标为

(x,y,z),则 →OM=r.
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8    高等数学(下册)

以OM 为对角线、三条坐标轴为棱作长方体(如图6-15所示),有

r= →OM= →OP+ →PN+ →NM= →OP+ →OQ+ →OR.
显然 →OP 是平行于i的,而且有 →OP =xi.同理有 →OQ =yj, →OR =zk.因此可得

r= →OM=xi+yj+zk

图6-15

上式称为向量r的坐标分解式,xi、yj、zk 称为向量r沿三个

坐标轴方向的分向量.有序数x、y、z称为向量r的坐标,记作r
=(x,y,z),称为向量r的坐标表达式.

向量r= →OM 称为点M 关于原点O 的向径.上述定义表明,
一个点与该点的向径有相同的坐标.记号(x,y,z)既表示点 M,
又表示向量 →OM.

2.利用坐标作向量的线性运算

利用向量在直角坐标系中的坐标表达式,就可以把向量的几

何运算转化为代数运算.设a=(ax,ay,az),b=(bx,by,bz),即

a=axi+ayj+azk,b=bxi+byj+bzk.
利用向量加法的交换律与结合律以及向量与数的乘法的结合律与分配律,有

a+b=(axi+ayj+azk)+(bxi+byj+bzk)

=(ax+bx)i+(ay+by)j+(az+bz)k
=(ax+bx,ay+by,az+bz).

a-b=(axi+ayj+azk)-(bxi+byj+bzk)

=(ax-bx)i+(ay-by)j+(az-bz)k
=(ax-bx,ay-by,az-bz).

λa=λ(axi+ayj+azk)

=(λax)i+(λay)j+(λaz)k
=(λax,λay,λaz).

由此可见,对向量进行加、减及数乘运算,只需对向量的各个坐标分别进行相应的数量运算

即可.
由定理1,向量b∥a相当于b=λa,坐标表示式为(bx,by,bz)=λ(ax,ay,az),也就相当于向

量b与向量a 对应的坐标成比例,于是bx

ax
=by

ay
=bz

az
.

例4 求解以向量为未知元的线性方程组
5x-3y=a
3x-2y={ b

,其中a=(2,1,2),b=(-1,1,-2).

解 如同解二元一次线性方程组,可得

x=2a-3b,y=3a-5b.
以a、b的坐标表示式代入,即得

x=2(2,1,2)-3(-1,1,-2)=(7,-1,10),

y=3(2,1,2)-5(-1,1,-2)=(11,-2,16).
例5 已知两点A(x1,y1,z1)和B(x2,y2,z2)以及实数λ≠-1,在直线AB 上求一点M,

使 →AM=λ →MB.
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图6-16

解 如图6-16所示,由于 →AM= →OM- →OA,→MB= →OB- →OM,因此
→OM- →OA=λ(→OB- →OM),

从而  →OM= 1
1+λ

(→OA+λ →OB)

=(x1+λx21+λ
,y1+λy2
1+λ

,z1+λz2
1+λ

)

这就是点 M的坐标.
另解 设所求点为 M(x,y,z),则 →AM=(x-x1,y-y1,z-z1),

→MB=x2-x,y2-y,z2-z.依题意有 →AM=λ →MB,即
      (x-x1,y-y1,z-z1)=λ(x2-x,y2-y,z2-z)

(x,y,z)-(x1,y1,z1)=λ(x2,y2,z2)-λ(x,y,z),

(x,y,z)= 1
1+λ

(x1+λx2,y1+λy2,z1+λz2),

x=x1+λx21+λ
,y=

y1+λy2
1+λ

,z=z1+λz21+λ .

点M 叫做有向线段 →AB 的定比分点.当λ=1,点M 是有向线段 →AB 的中点,其坐标为

x=x1+x22
,y=

y1+y2
2

,z=z1+z22 .

图6-17

6.1.4* 向量的模、方向角、投影

1.向量的模

设向量r=(x,y,z),作 →OM=r(如图6-17所示),
则 r= →OM= →OP+ →OQ+ →OR,
按勾股定理可得

|r|=| →OM|= |→OP|2+|→OQ|2+|→OR|2,
由 →OP=xi,→OQ=yj,→OR=zk,有| →OP|=|x|,|→OQ|=|y|,

|→OR|=|z|,于是得向量模的坐标表示式

|r|= x2+y2+z2.
例6 已知两点A(4,0,5)和B(7,1,3),求与 →AB 方向相同的单位向量e→AB.
解 因为 →AB=(7,1,3)-(4,0,5)=(3,1,-2),

所以            | →AB|= 32+12+(-2)2= 14,

于是            e→AB=
→AB

| →AB|
=(3

14
,1
14
,-2
14
).

2.方向角与方向余弦

当把两个非零向量a与b的起点放到同一点时,两个向量之间的不超过p的夹角称为向量

a与b的夹角,记作(a,b
∧ )或(b,a

∧ ).如果向量a与b中有一个是零向量,规定它们的夹角可以在

0与p之间任意取值.
类似地,可以规定向量与一轴的夹角或空间两轴的夹角.
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10   高等数学(下册)

非零向量r与x 轴、y轴、z轴正向的夹角分别记为α、β、γ,称为向量r的方向角(如图6-18
所示).

图6-18

设r=(x,y,z),则
x=|r|cosα,y=|r|cosβ,z=|r|cosγ.

cosα、cosβ、cosγ称为向量r的方向余弦.

cosα=x
|r|
,cosβ=

y
|r|
,cosγ=z

|r|.

从而(cosα,cosβ,cosγ)=
1
|r|r=er.

上式表明,以向量r的方向余弦为坐标的向量就是与r同方

向的单位向量er,因此

cos2α+cos2β+cos2γ=1.
例7 设已知两点A(2,2,2)和B(1,3,0),计算向量| →AB|的模、方向余弦和方向角.

解 →AB=(1-2,3-2,0- 2)=(-1,1,- 2);

所以           | →AB|= (-1)2+12+(- 2)
2
=2;

cosα=-12
,cosβ=

1
2
,cosγ=- 22

;

α=2π3
,β=

π
3
,γ=3π4.

3.向量在轴上的投影

设点O 及单位向量e确定u 轴(如图6-19所示).

图6-19

任给向量r,作 →OM=r,再过点M 作与u 轴垂直的平面交u 轴于点M′
(点M′叫作点M 在u 轴上的投影),则向量 →OM′称为向量r在u 轴上的分

向量.设 →OM′=λe,则数λ称为向量r在u 轴上的投影,记作Prjur或(r)u.
按此定义,向量a在直角坐标系Oxyz中的坐标ax,ay,az就是a 在三

条坐标轴上的投影,即

ax=Prjxa,ay=Prjya,az=Prjza.
由此可知,向量的投影具有与坐标相同的性质:
性质1 Prjua=|a|cosφ,其中φ为向量a 与u 轴的夹角(如图6-20所示);
性质2 Prju(a+b)=Prjua+Prjub(如图6-21所示);

图6-20

  
图6-21

性质3 Prju(λa)=λPrjua.
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【知识与能力拓展】

1.上机演练:用 Mathematica验证本节例1.
2.数学家简介

勒内·笛卡尔(一)

勒内·笛卡尔

勒内·笛卡尔1596年3月31日生于法国安德尔-卢瓦尔省的图

赖讷(现笛卡尔,因笛卡尔得名),1650年2月11日逝世于瑞典斯德

哥尔摩,是世界著名的法国哲学家、数学家、物理学家.他对现代数学

的发展做出了重要的贡献,因将几何坐标体系公式化而被认为是解析

几何之父.他还是西方现代哲学思想的奠基人,是近代唯物论的开拓

者且提出了“普遍怀疑”的主张.黑格尔称他为“现代哲学之父”.他的

哲学思想深深影响了之后的几代欧洲人,开拓了所谓“欧陆理性主

义”哲学.堪称17世纪的欧洲哲学界和科学界最有影响的巨匠之一,

被誉为“近代科学的始祖”.

笛卡尔1岁多时,母亲患肺结核去世,而他也受到传染,造成体弱多病.但他学习成绩优

异,老师便允许他不用早起运动.而笛卡尔因而养成了利用这段时间冥想的习惯.母亲去世后,

父亲移居他乡并再婚,而把笛卡尔留给了他的外祖母带大,自此父子很少见面,但是父亲一直提

供金钱方面的帮助,使他能够受到良好的教育.
笛卡尔8岁时就进入拉夫赖士(LaFlèche)的耶稣英语会学校接受教育,受到良好的古典

学以及数学训练.1613年到普瓦捷大学学习法律,1616年毕业.毕业后笛卡尔一直对职业选择

不定,又决心游历欧洲各地,专心寻求“世界这本大书”中的智慧.因此他于1618年在荷兰入

伍,随军远游.
在笛卡尔的时代,拉丁文是学者的语言.他也如当时的习惯,在他的著作上签上他的拉丁

化的名字———RenatusCartesius(瑞那图斯·卡提修斯).正因为如此,他首创的直角坐标系也

称卡提修坐标系(常称笛卡尔坐标系).然而,笛卡尔用法文写作而不用拉丁文,这也表示当时

拉丁文的欧洲学术语言地位正不断趋于废弃.
笛卡尔对数学与物理学的兴趣是在荷兰当兵期间产生的.1618年11月10日,他偶然在路

旁公告栏上,看到用佛莱芒语提出的数学问题征答.这引起了他的兴趣,并且让身旁的人将他

不懂的佛 莱 芒 语 翻 译 成 拉 丁 语.这 位 身 旁 的 人 就 是 大 他 八 岁 的 以 撒 · 贝 克 曼(Isaac

Beeckman).贝克曼在数学和物理学方面有很高造诣,很快成为了他的心灵导师.4个月后,他

写信给贝克曼:“你是将我从冷漠中唤醒的人……”,并且告诉他,自己在数学上有了4个重大

发现.

1621年,笛卡尔退伍.

1622年,当他26岁时,笛卡尔变卖掉父亲留下的资产,用4年时间游历欧洲,其中在意大

利住了2年,随后迁住于巴黎.

1628年,笛卡尔移居荷兰,在那里住了20多年.在此期间,笛卡尔专心致力于哲学研究,并
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12   高等数学(下册)

逐渐形成了自己的思想.他在荷兰写作且发表了多部重要的文集,包括《方法论》、《形而上学的

沉思》(Méditationsmétaphysiques)和《哲学原理》(LesPrincipesdelaphilosophie)等.
1649年,笛卡尔受瑞典克里斯蒂娜女王之邀来到斯德哥尔摩,但不幸在这片“熊、冰雪与岩

石的土地”上得了肺炎,并在1650年2月去世.
1663年,他的著作在罗马和巴黎被列入禁书之列.1740年,巴黎才解除了禁令,那是为了

对当时在法国流行起来的牛顿世界体系提供一个替代的东西.
他的哲学与数学思想对历史的影响是深远的.人们在他的墓碑上刻下了这样一句话:“笛

卡尔,欧洲文艺复兴以来,第一个为人类争取并保证理性权利的人.”

人物轶事

克里斯蒂娜女王(左)和笛卡尔(右)

《数学的故事》里面说到了数学家笛卡尔的爱情故事.
笛卡尔于1596年出生在法国,欧洲大陆爆发黑死病时他流

浪到瑞典,认识了瑞典一个小公国18岁的公主克里斯蒂娜,

后成为她的数学老师,日日相处使他们彼此产生爱慕之心,

公主的父亲国王知道后勃然大怒,下令将笛卡尔处死,后因

女儿求情将其流放回法国,克里斯蒂娜公主也被父亲软禁起

来.笛卡尔回法国后不久便染上重病,他日日给公主写信,

因被国王拦截,克里斯蒂娜一直没收到笛卡尔的信.笛卡尔

在给克里斯蒂娜寄出第十三封信后就气绝身亡了,这第十三

封信内容只有短短的一个公式:r=a(1-sinθ).国王看不懂,觉得他们俩之间并不是总是说情

话的,就大发慈悲把这封信交给一直闷闷不乐的克里斯蒂娜,公主看到后,立即明了了恋人的意

图,她马上着手把方程的图形画出来,看到图形,她开心极了,她知道恋人仍然爱着她,原来方程

的图形是一颗心的形状.这也就是著名的“心形线”.
国王死后,克里斯蒂娜登基,立即派人在欧洲四处寻找心上人,无奈斯人已故,先她走一步

了,徒留她孤零零地在人间……
据说这封享誉世界的另类情书还保存在欧洲笛卡尔的纪念馆里.
但事实是在历史上,笛卡尔和克里斯蒂娜的确有过交情.但笛卡尔是1649年10月4日应

克里斯蒂娜邀请才来到瑞典,而当时克里斯蒂娜已成为了瑞典女王.笛卡尔与克里斯蒂娜谈论

的主要是哲学问题而不是数学.有资料记载,由于克里斯蒂娜女王时间安排得很紧,笛卡尔只

能在早晨五点与她探讨哲学.笛卡尔真正的死因是因天气寒冷加上过度操劳患上的肺炎,而不

是黑死病.

【学习效果评估】

(A)

1.填空题

(1)已知某向量b与a 平行,方向相反,且b=2a,则b由a 表示为 .

(2)已知梯形 OABC, →CB ∥ →OA 且 →CB =12
→OA ,若 →OA =a, →OC =b,则 →AB =
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.
(3)一向量的终点在点B(2,-1,7),它在x轴、y轴和z轴上的投影依次为4,-4和7,则

这向量的起点A 的坐标为 .

(4)设向量的模是4,它与轴的夹角是π
3
,则它在轴上的投影为 .

(5)已知A(4,0,5),B(7,1,3),则e→AB = .
2.一向量的起点为A(1,4,-2),终点为B(-1,5,0),求它在x轴、y轴、z轴上的投影,并

求 →AB . 
3.已知a=(3,5,4),b=(-6,1,2),c=(0,-3,-4),求2a+b+c及其单位向量.
4.一向量与x 轴,y轴的夹角相等,而与z轴的夹角是前者的两倍,求该向量的方向角.
5.已知向量a与三坐标轴成相等的锐角,求它的方向余弦,若 a =2,求向量的坐标.
6.设a=3i+5j+8k,b=2i-4j-7k,c=5i+j-4k,求向量l=4a+3b-c在x 轴上的投影

以及在y 轴上的分向量.
7.已知两向量a=(λ,5,-1),b=(3,1,μ)平行,求λ,μ的值.
8.下列各点在坐标系中的位置有何特殊性?

A(-2,0,0),B(0,1,0),C(0,0,-5),D(0,1,-2),E(3,0,1),F(2,-1,0).
9.写出下列各点关于坐标面对称点的坐标:
(1)(1,2,3),关于xOy 坐标面;
(2)(-1,2,1),关于yOz坐标面;
(3)(0,1,2),关于zOx 坐标面.
10.在y轴上求与点A(1,-3,7)和B(5,7,-5)等距离的点.
11.求证以A(4,1,9)、B(10,-1,6)、C(2,4,3)三点为顶点的三角形是一个等腰三角形.
12.在空间直角坐标系中,标出下列各点的位置:

A(1,2,3),B(3,4,0),C(2,-3,-4),D(0,1,-1).
13.求点A(4,-3,5)到各坐标轴的距离.
14.在yOz面上,求与三点A(3,1,2)、B(4,-2,-2)、C(0,5,1)等距离的点.
15.求出点A(2,-1,3)关于原点、三个坐标轴、三个坐标面的对称点的坐标.
16.一边长为a的立方体放置在xOy 面上,底面中心在坐标原点,底面的顶点在x 轴和y

轴上,求各顶点的坐标.
17.设u=a-b+2c,v=-a+3b-c,试用a、b、c表示2u-3v.

18.设已知两点 M1(4,2,1)和 M2(3,0,2),计算 M1M→2 的模、方向余弦、方向角以及和

M1M→2 方向一致的单位向量.
(C)

案例 北京“水立方”的长和宽都为177米,高为31米,若以其几何中心为空间直角坐标系

的原点,且水立方的各个外表面分别平行于3个坐标面,求水立方的8个顶点的坐标.
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14   高等数学(下册)

6.2* 数量积 向量积

  本节主要介绍向量的数量积和向量积.

【知识目标】

理解两个向量的数量积和向量积的概念.

【能力目标】

会计算向量的数量积,会利用向量的向量积求面积.

【案例引入】

引例1 一物体在常力F 作用下沿直线从点M1移动到点 M2.以s表示位移M1M→2(如
图6-22所示).由物理学知道,力F 所作的功W 等于力F 在位移方向上的分力|F|cosθ(θ为F
与s的夹角)乘以位移的大小|s|,即

W=|F||s|cosθ.
由此可见,功的数量是由F与s这两个向量所唯一确定的.在物理学和力学的其它问题中,

也常常会遇到此类情况.为此,在数学中把这种运算抽象成两个向量的数量积的概念.
引例2 在研究物体的转动问题时,不但要考虑此物体所受的力,还要分析这些力所产生

的力矩.设O为一根杠杆L的支点.有一个力F作用于杠杆上P 点处.F与 →OP 的夹角为θ(如图

6-23所示).由力学规定,力F对支点O 的力矩是一向量M,它的模为

|M|=| →OP||F|sinθ,
而M 的方向垂直于 →OP 与F 所决定的平面,M 的指向是按右手规则从 →OP 以不超过p的角转向F
来确定的,即当右手的四个手指从 →OP以不超过超过p的角转向F握拳时,大拇指的指向就是M
的指向(如图6-24所示).

图6-22

  
图6-23

  
图6-24

根据这种由两个已知向量按上面的规则来确定另一个向量的运算,在数学中抽象出两向量

的向量积的概念.
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【知识正文】

6.2.1 两向量的数量积

定义1 设两个向量a和b,它们的模|a|、|b|及它们的夹角θ的余弦的乘积称为向量a 和

b的数量积(或称内积、点积),记作a·b,即
a·b=|a||b|cosθ.

引例1中常力所作的功就是力F与位移s的数量积,即W=F·s.

由于|b|cosθ=|b|cos(a,b)
∧ ,当a≠0时,|b|cos(a,b)

∧
是向量b在向量a 的方向上的投影,

于是a·b=|a|Prjab.
同理,当b≠0时,a·b=|b|Prjba.
这就是说,两向量的数量积等于其中一个向量的模和另一个向量在该向量的方向上的投影

的乘积.
根据数量积的定义,可以推得

(1)a·a=|a|2;
(2)对于两个非零向量a、b,如果a·b=0,则a⊥b.反之,如果a⊥b,则a·b=0.
如果认为零向量与任何向量都垂直,则a⊥b⇔a·b=0.
数量积满足下列运算律:
(1)交换律:a·b=b·a;
(2)分配律:(a+b)·c=a·c+b·c.
证明 因为当c=0时,上式显然成立;当c≠0时,有

(a+b)·c=|c|Prjc(a+b)

=|c|(Prjca+Prjcb)

=|c|Prjca+|c|Prjcb
=a·c+b·c.

(3)(λa)·b=a·(λb)=λ(a·b);(λa)·(μb)=λμ(a·b),λ、μ为数.
例1 试用向量证明三角形的余弦定理.
证明 设在ΔABC中,∠BCA=θ(如图6-25所示),|BC|=a,|CA|=b,|AB|=c,

图6-25

要证

c2=a2+b2-2abcosθ.
记 →CB=a,→CA=b,→AB=c,则有

c=a-b,
从而

|c|2=c·c=(a-b)·(a-b)=a·a+b·b-2a·b

=|a|2+|b|2-2|a||b|cos(a,b)
∧ ,即

c2=a2+b2-2abcosθ.
下面利用数量积的性质和运算规律来推导数量积的坐标表达式.
设a=axi+ayj+azk,b=bxi+byj+bzk,则按数量积的运算规律可得
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16   高等数学(下册)

a·b=(axi+ayj+azk)·(bxi+byj+bzk)

=axbxi·i+axbyi·j+axbzi·k
+aybxj·i+aybyj·j+aybzj·k
+azbxk·i+azbyk·j+azbzk·k
=axbx+ayby+azbz.

设θ=(a,b)
∧ ,则当a≠0、b≠0时,根据a·b=|a||b|cosθ有

cosθ= a·b
|a||b|=

axbx+ayby+azbz

a2
x+a2y+a2z b2x+b2y+b2z

.

例2 已知三点M(1,1,1),A(2,2,1)和B(2,1,2),求ÐAMB.
解 从M 到A 的向量记为a,则a=(1,1,0),从M 到B 的向量记为b,则b=(1,0,1),从

而ÐAMB 就是向量a 与b的夹角.
因为

a·b=1×1+1×0+0×1=1,|a|= 12+12+02= 2,|b|= 12+02+12= 2.

所以 cosÐAMB= a·b
|a||b|=

1
2× 2

=12.

从而 ÐAMB=π3.

6.2.2 两向量的向量积

定义2 设向量c是由两个向量a 与b按下列方式定出:
(1)c的模为|c|=|a||b|sinθ,其中θ为a 与b间的夹角;
(2)c的方向垂直于a 与b所决定的平面,c的指向按右手规则从a 转向b 来确定(如图6-

26所示).
那么,向量c叫做向量a 与b的向量积(或称外积、叉积),记作a×b,即

c=a×b.

图6-26

根据向量积的定义,力矩M 等于 →OP与F 的向量积,即M= →OP×F.
根据向量积定义,可以推得

(1)a×a=0;
(2)对于两个非零向量a、b,如果a×b=0,则a∥b;反之,如果a∥b,

则a×b=0.
如果认为零向量与任何向量都平行,则a∥b⇔a×b=0.
向量积满足下列运算律:
(1)交换律a×b=-b×a;
(2)分配律:(a+b)×c=a×c+b×c;
(3)(λa)×b=a×(λb)=λ(a×b) (λ为数).
下面利用向量积的性质和运算规律来推导向量积的坐标表达式.
设a=axi+ayj+azk,b=bxi+byj+bzk.按向量积的运算规律可得

a×b=(axi+ayj+azk)× (bxi+byj+bzk)
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第6章 多元函数微分学  17   

=axbxi×i+axbyi×j+axbzi×k
+aybxj×i+aybyj×j+aybzj×k
+azbxk×i+azbyk×j+azbzk×k.

由于i×i=j×j=k×k=0,i×j=k,j×k=i,k×i=j,所以

a×b=(aybz-azby)i+(azbx-axbz)j+(axby-aybx)k.
为了帮助记忆,利用三阶行列式符号,上式可写成

a×b=
i j k
ax ay az

bx by bz

=aybzi+azbxj+axbyk-aybxk-axbzj-azbyi

=(aybz-azby)i+(azbx-axbz)j+(axby-aybx)k.
例3 设a=(2,1,-1),b=(1,-1,2),计算a×b.

解 a×b=
i j k
2 1 -1
1 -1 2

=2i-j-2k-k-4j-i=i-5j-3k.

例4 已知三角形ABC的顶点分别是A(1,2,3)、B(3,4,5)、C(2,4,7),求三角形ABC 的

面积.
解 根据向量积的定义,可知三角形ABC的面积为

SΔABC=12|
→AB||→AC|sin∠A=12|

→AB× →AC|.

由于 →AB=(2,2,2), →AC=(1,2,4),因此

→AB× →AC=
i j k
2 2 2
1 2 4

=4i-6j+2k.

于是 SΔABC=12|4i-6j+2k|=
1
2 42+(-6)2+22= 14.

【知识与能力拓展】

1.上机演练:用 Mathematica验证本节例4.
2.数学家简介

勒内·笛卡尔(二)———人物成就

哲学

笛卡尔被广泛认为是西方近代哲学的奠基人,他第一个创立了一套完整的哲学体系.哲学

上,笛卡尔是一个二元论者以及理性主义者.笛卡尔认为,人类应该可以使用数学的方法———
也就是理性———来进行哲学思考.他相信,理性比感官的感受更可靠.他从逻辑学、几何学和代

数学中发现了4条规则:
(1)除了清楚明白的观念外,绝不接受其他任何东西;
(2)必须将每个问题分成若干个简单的部分来处理;
(3)思想必须从简单到复杂;
(4)我们应该时常进行彻底的检查,确保没有遗漏任何东西.
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18   高等数学(下册)

笛卡尔的手稿

笛卡尔将这种方法不仅运用在哲学思考上,还运用

于几何学,并创立了解析几何.由此,笛卡尔第一步就主

张对每一件事情都进行怀疑,而不能信任我们的感官.
从这里他悟出一个道理:他必须承认的一件事就是他自

己在怀疑.而当人在怀疑时,他必定在思考,由此他推出

了著名的哲学命题———“我思故我在”.笛卡尔将此作为

形而上学中最基本的出发点,从这里他得出结论,“我”必
定是一个独立于肉体的、在思维的东西.笛卡尔还试图

从该出发点证明出上帝的存在.笛卡尔认为,我们都具

有对完美实体的概念,由于我们不可能从不完美的实体

上得 到 完 美 的 概 念,因 此 有 一 个 完 美 实 体———既 上

帝———必定存在.从所得到的两点出发,笛卡尔再次证

明,现实世界中有诸多可以用理性来察觉的特性,既它们

的数学特性(如长、宽、高等),当我们的理智能够清楚地认知一件事物时,那么该事物一定不会

是虚幻的,必定是如同我们所认知的那样.
虽然笛卡尔证明了真实世界的存在,他认为宇宙中共有两个不同的实体,即精神世界和物

质世界(“灵魂”和“扩延”),两者本体都来自于上帝,而上帝是独立存在的.他认为,只有人才有

灵魂,人是一种二元的存在物,既会思考,也会占空间,而动物只属于物质世界.
笛卡尔强调思想是不可怀疑的这个出发点,对此后的欧洲哲学产生了重要的影响.但是它

的基础“我思故我在”被后人证明是并不十分可靠的,因为该公式其实是建基于承认思想是一个

自我意识这一隐蔽着的假设上的,如果摈弃了自我意识,那么笛卡尔的论证就失败了.而笛卡

尔证明上帝存在的论点,也下得很匆忙.
笛卡尔强调科学的目的在于造福人类,使人成为自然界的主人和统治者.他反对经院哲学

和神学,提出怀疑一切的“系统怀疑的方法”.但他还提出了“我思故我在”的原则,强调不能怀

疑以思维为其属性的独立的精神实体的存在,并论证以广延为其属性的独立物质实体的存在.
他认为上述两实体都是有限实体,把它们并列起来,这说明了在形而上学或本体论上,他是典型

的二元论者.笛卡尔还企图证明无限实体,即上帝的存在.他认为上帝是有限实体的创造者和

终极的原因.笛卡尔的认识论基本上是唯心主义的.他主张唯理论,把几何学的推理方法和演

绎法应用于哲学上,认为清晰明白的概念就是真理,提出“天赋观念”.
笛卡尔的自然哲学观同亚里士多德的学说是完全对立的.他认为,所有物质的东西,都是

为同一机械规律所支配的机器,甚至人体也是如此.同时他又认为,除了机械的世界外,还有一

个精神世界存在,这种二元论的观点后来成了欧洲人的根本思想方法.
物理学

笛卡尔靠着天才的直觉和严密的数学推理,在物理学方面做出了有益的贡献.从1619年

读了开普勒的光学著作后,笛卡尔就一直关注着透镜理论;并从理论和实践两方面参与了对光

的本质、反射与折射率以及磨制透镜的研究.他把光的理论视为整个知识体系中最重要的

部分.
笛卡尔运用他的坐标几何学从事光学研究,在《屈光学》中第一次对折射定律提出了理论上
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第6章 多元函数微分学  19   

的推证.笛卡尔发现了动量守恒原理.他还发展了宇宙演化论、漩涡说等理论学说,虽然具体理

论有许多缺陷,但依然对以后的自然科学家产生了影响.他认为光是压力在以太中的传播,他
从光的发射论的观点出发,用网球打在布面上的模型来计算光在两种媒质分界面上的反射、折
射和全反射,从而首次在假定平行于界面的速度分量不变的条件下导出折射定律.不过他的假

定条件是错误的,他的推证得出了光由光疏媒质进入光密媒质时速度增大的错误结论.他还对

人眼进行光学分析,解释了视力失常的原因是晶状体变形,设计了矫正视力的透镜.在力学上,
笛卡尔发展了伽利略的运动相对性的思想,例如在《哲学原理》一书中,举出在航行中的海船上

海员怀表的表轮这一类生动的例子,用以说明运动与静止需要选择参照物的道理.
笛卡尔在《哲学原理》第二章中以第一和第二自然定律的形式比较完整地第一次表述了惯

性定律:只要物体开始运动,就将继续以同一速度并沿着同一直线方向运动,直到遇到某种外来

原因造成的阻碍或偏离为止.这里他强调了伽利略没有明确表述的惯性运动的直线性.在这一

章中,他还第一次明确地提出了动量守恒定律:物质和运动的总量永远保持不变.笛卡尔对碰

撞和离心力等问题曾作过初步研究,给后来惠更斯的成功创造了条件.
天文学

笛卡尔把他的机械论观点应用到天体,发展了宇宙演化论,形成了他关于宇宙发生与构造

的学说.他认为,从发展的观点来看而不只是从已有的形态来观察,对事物更易于理解.他创立

了漩涡说.他认为太阳的周围有巨大的漩涡,带动着行星不断运转.物质的质点处于统一的漩

涡之中,在运动中分化出土、空气和火三种元素,土形成行星,火则形成太阳和恒星.他认为天

体的运动来源于惯性和某种宇宙物质旋涡对天体的压力,在各种大小不同的旋涡的中心必有某

一天体,以这种假说来解释天体间的相互作用.
笛卡尔的太阳起源的以太旋涡模型第一次依靠力学而不是神学,解释了天体、太阳、行星、

卫星、彗星等的形成过程,比康德的星云说早一个世纪,是17世纪中最有权威的宇宙论.
笛卡尔的天体演化说、旋涡模型和近距作用观点,正如他的整个思想体系一样,一方面以丰

富的物理思想和严密的科学方法为特色,起着反对经院哲学、启发科学思维、推动当时自然科学

前进的作用,对许多自然科学家的思想产生深远的影响;而另一方面又经常停留在直观和定性

阶段,不是从定量的实验事实出发,因而一些具体结论往往有很多缺陷,成为后来牛顿物理学的

主要对立面,导致了广泛的争论.

【学习效果评估】

(A)

1.填空题

(1)已知a,b,c为单位向量,且满足a+b+c=0,则a·b+b·c+c·a= .
(2)若向量b与向量a=(2,-1,2)共线,且a·b=-18,则b= .
(3)已知 a =3,b =5,问λ= 时,a+λb与a-λb相互垂直.

(4)已知 a =2,b =3,a-b = 7,则(a,b)
∧

= .
(5)已 知a 与b 垂 直,且 a =5,b =12,则 a+b = ,

a-b = .
(6)向 量 a,b,c 两 两 垂 直,且 a =1,b =2,c =3,则s=a+b+c 的 长 度
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20   高等数学(下册)

为 .
2.已知a= 1,1,( )0 ,b= 1,0,( )1 .试求:
(1)a与b的夹角;  (2)a在b上的投影.
3.已知 a =3,b =36,a×b =72,求a·b.
4.设a=3i-j-2k,b=i+2j-k,求:
(1)a·b及a×b; (2)-2( )a ·3b及a×2b; (3)a,b的夹角的余弦.
5.求a= 4,-3,( )4 在b= 2,2,( )1 上的投影.
6.已知M1(1,-1,2),M2(3,3,1)和M3(3,1,3),求与M1M→2、M2M→3同时垂直的单位向量.

7.已知 →OA=i+3k, →OB=j+3k,求ΔOAB 的面积.

6.3 曲面及其方程

  本节主要介绍曲面方程的概念和一些常见的曲面方程.

【知识目标】

理解曲面方程的概念.

【能力目标】

会求给定条件下的几种曲面方程,包括球面、旋转曲面和柱面.

图6-27

【案例引入】

引例 在现实生活中,曲面比比皆是,如图6-27所示的水桶

表面和台灯罩表面都是曲面,那么如何用代数方法来研究这些曲

面呢?

【知识正文】

6.3.1 曲面方程的概念

图6-28

水桶表面、台灯罩表面等曲面在空间解析几何中被看成是点的几何轨迹.

1.曲面方程的定义

如图6-28所示,如果曲面S与三元方程

F(x,y,z)=0 (6-1)
有下述关系:

(1)曲面S上任一点的坐标都满足方程(6-1).
(2)不在曲面S上的点的坐标都不满足方程(6-1).

那么,方程(6-1)就叫做曲面S的方程,而曲面S就叫做方程(6-1)的图形.
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2.几种常见曲面

(1)球面

例1 建立球心在M0(x0,y0,z0),半径为R 的球面的方程.
解 如图6-29所示,设M(x,y,z)是球面上的任意一点,那么

图6-29

M0M =R.
即  (x-x0)2+(y-y0)2+(z-z0)2 =R.
或  (x-x0)2+(y-y0)2+(z-z0)2=R2.

特别地,如果球心在原点,那么球面方程为

x2+y2+z2=R2.
例2 方程x2+y2+z2-2x+4y=0表示怎样的曲面?
解 通过配方,原方程可以改写成

           (x-1)2+ (y+2)2+z2=5.
这是一个球面方程,球心在点M0(1,-2,0),半径R= 5.
一般地,设有三元二次方程

Ax2+Ay2+Az2+Dx+Ey+Fz+G=0,
这个方程的特点是缺xy,yz,zx各项,而且平方项系数相同,只要将方程经过配方就可以化成

方程

(x-x0)2+ (y-y0)2+ (z-z0)2=R2.
的形式,且R>0,它的图形就是一个球面.

(2)线段的垂直平分面(平面方程)
例3 设有点A(1,2,3)和B(2,-1,4),求线段AB 的垂直平分面的方程.
解 由题意知道,所求平面为与A 和B 等距离的点的轨迹,设M(x,y,z)是所求平面上的

任意一点,由于|MA|=|MB|,那么

x-( )1 2+ y-( )2 2+ z-( )3 2 = x-( )2 2+ y+( )1 2+ z-( )4 2.
化简得所求方程为

2x-6y+2z-7=0.
一般地,方程

Ax+By+Cz+D=0

图6-30

表示一个平面,称该方程为平面的一般方程,如4x-2y+2z+9=0就表示一个平面.
例4 设一平面与x,y,z轴的交点依次为P(a,0,0)、Q(0,b,0)和R(0,0,c)三点,如图6-30

所示,求此平面的方程.(其中a≠0,b≠0,c≠0)
解 设平面方程为Ax+By+Cz+D=0.代入P(a,0,0),

Q(0,b,0)和R(0,0,c)得
A=-D/a,B=-D/b,C=-D/c,

代入方程并消去D 得平面方程:

x
a +y

b +z
c =1.

此方程称为平面的截距式方程,a,b,c依次称为平面在x,y,z
轴上的截距.
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对于前面例2得到的平面2x-6y+2z-7=0,移项得2x-6y+2z=7,再整理得 2
7x-

6
7y+27z=1,所以该平面的截距分别是 7

2
,-76

,7
2.

6.3.2 旋转曲面

定义1 以一条平面曲线绕其平面上的一条直线旋转一周所成的曲面叫做旋转曲面,该平

面曲线和定直线依次叫旋转曲面的母线和轴.
下面推导旋转曲面的方程.
设在yOz面上有一已知曲线C,如图6-31所示,它的方程为f(y,z)=0,把这曲线绕z轴

旋转一周,就得到一个以z轴为轴的旋转曲面.在所形成的旋转曲面上任取一点M(x,y,z),总

可以在曲线C上找到与其对应的一点M1(0,y1,z1)(点M 由点M1绕z轴旋转而得),只需要找

到x,y,z所满足的方程,即为所求的旋转曲面的方程.由于点M1在曲线C上,所以f(y1,z1)=
0.而z1=z,且点 M 到z 轴的距离 x2+y2 = y1 ,将z1=z,y1 =± x2+y2 代入

f(y1,z1)=0,有

图6-31

f(± x2+y2,z)=0,
这就是旋转曲面的方程.即在曲线C 的方程f(y,z)=0中将y改成

± x2+y2,便 得 曲 线 C 绕z 轴 旋 转 所 成 的 旋 转 曲 面 的 方 程

f(± x2+y2,z)=0.
同理,曲线C绕y 轴旋转所成的旋转曲面的方程为

f(y,± x2+z2)=0.

例5 将zOx坐标面上的双曲线x2

a2-
z2
c2=1分别绕z轴和x 轴

旋转一周,求所生成的旋转曲面的方程.
解 绕z轴旋转所在的旋转曲面的方程为

x2+y2
a2 -z2

c2 =1;

绕x轴旋转所在的旋转曲面的方程为

x2
a2-y2+z2

c2 =1.

这两种曲面分别叫做(旋转)单叶双曲面(如图6-32所示)和(旋转)双叶双曲面(如图6-33
所示).

图6-32

  
图6-33

东
软
电
子
出
版
社



第6章 多元函数微分学  23   

例6 直线L绕另一条与L 相交的直线旋转一周,所得旋转曲面叫做圆锥面.两直线的交

点叫做圆锥面的顶点,两直线的夹角α(0<α< π2
)叫做圆锥面的半顶角.试建立顶点在坐标

原点O,旋转轴为z轴,半顶角为α的圆锥面的方程.

图6-34

解 如图6-34所示,在yOz坐标面内,直线L的方程为

z=ycotα.
将方程z=ycota中的y 改成± x2+y2,就得到所要求的圆

锥面的方程

z=± x2+y2cotα
或z2=a2(x2+y2),其中a=cotα.

上式即为一种常用旋转曲面———锥面的方程.

6.3.3 柱面

例7 方程x2+y2=R2表示怎样的曲面?
解 方程x2+y2=R2在xOy面上表示圆心在原点O、半径为R 的圆.在空间直角坐标系

中,这方程不含竖坐标z,即不论空间点的竖坐标z怎样,只要它的横坐标x和纵坐标y 能满

足这方程,这些点就在这曲面上.也就是说,过xOy面上的圆x2+y2=R2,且平行于z轴的直

线一定在x2+y2=R2表示的曲面上.所以这个曲面可以看成是由平行于z轴的直线l沿xOy
面上的圆x2+y2=R2移动而形成的.这个曲面叫做圆柱面,如图6-35所示,xOy面上的圆x2+
y2=R2叫做它的准线,平行于z轴的直线l叫做它的母线.

平行于定直线并沿定曲线C移动的直线L 形成的轨迹叫做柱面,定曲线C 叫做柱面的准

线,动直线L叫做柱面的母线.
由此可见,不含z的方程x2+y2=R2在空间直角坐标系中表示圆柱面,它的母线平行于z

轴,它的准线是xOy面上的圆x2+y2=R2.
一般地,只含x、y而缺z的方程F(x,y)=0,在空间直角坐标系中表示母线平行于z轴的

柱面,其准线是xOy面上的曲线C:F(x,y)=0.
例如,方程y2=2x表示母线平行于z轴的柱面,它的准线是xOy面上的抛物线y2=2x,

该柱面叫做抛物柱面,如图6-36所示.
又如,方程x-y=0表示母线平行于z轴的柱面,其准线是xOy面的直线x-y=0,所以

它是过z轴的平面,如图6-37所示.

图6-35

   
图6-36

   
图6-37
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24   高等数学(下册)

类似地,只含x,z而缺y 的方程G(x,z)=0和只含y,z而缺x 的方程H(y,z)=0分别表

示母线平行于y轴和x 轴的柱面.
例如,方程x-z=0表示母线平行于y轴的柱面,其准线是zOx面上的直线x-z=0.所

以它是过y轴的平面.

6.3.4 二次曲面

与平面解析几何中的二次曲线相类似,把三元二次方程所表示的曲面叫做二次曲面.把平

面叫做一次曲面.
怎样了解三元方程F(x,y,z)=0所表示的曲面的形状呢? 方法之一是用坐标面和平行于

坐标面的平面与曲面相截,考察其交线的形状,然后加以综合,从而了解曲面的立体形状.这
种方法叫做截痕法.

研究曲面的另一种方法是伸缩变形法.
平面xOy上的图形的伸缩变形:将平面上的点M(x,y)变为点M′(x,λy),此时点M(x,y)

的轨迹C变为点M′(x,λy)的轨迹C′,称将图形C沿y 轴方向伸缩λ倍变成图形C′.
下面讨论C与C′的方程关系:
设C的方程为F(x,y)=0,点M(x1,y1)∈C,将M(x,y)变为M′(x2,y2),此时,x2=x1,y2

=λy1Þx1=x2,y1= 1λy2.

由M(x1,y1)∈C ÞF(x1,y1)=0ÞF(x2,1λy2)=0,因此M′(x2,y2)的轨迹C′的方程为:

F(x,1λy)=0.

图6-38

例如将圆x2+y2=a2沿y 轴方向伸缩 b
a

倍,则圆的方程

变为:

x2+a2
b2y

2=a2,即x2
a2+y2

b2 =1
,

即图形由圆变为椭圆(如图6-38所示).
设S是一个曲面,其方程为F(x,y,z)=0,S′是将曲面S沿

y 轴方向伸缩l倍所得的曲面.
显然,若(x,y,z)∈S,则(x,ly,z)∈S′;若(x,y,z)∈S′,

则 (x,1λy,z)∈S.

因此,对于任意的(x,y,z)∈S′,有F(x,1λy,z)=0,即F(x,1λy,z)=0是曲面S′的

方程.

例如,把圆锥面x2+y2=a2z2 沿y轴方向伸缩b
a

倍,所得曲面的方程为

x2+(aby)
2

=a2z2,即x2
a2+y2

b2 =z2.

下面介绍九种二次曲面.
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1.椭圆锥面:x
2

a2+y2
b2 =z2

先通过截痕法了解曲面的形状.
如图6-39所示,以平面z=t截曲面:
当t=0时,得一点(0,0,0).当t≠0时,得平面z=t上的椭圆:

x2
(at)2+ y2

(bt)2 =1
;

当|t|从大到小变为0时,椭圆从大到小收缩为一点,如图6-39所示.
平面z=t与曲面F(x,y,z)=0的交线称为截痕.
下面用伸缩变形法讨论曲面的形状.

2.椭球面:x
2

a2+y2
b2 +z2

c2 =1

将xOz平面上的椭圆x2

a2+z2
c2 =1

绕z轴旋转得旋转椭球面:x
2+y2
a2 +z2

c2 =1.

再将旋转椭球面沿y轴方向伸缩b
a

倍,得椭球面:x
2

a2+y2
b2 +z2

c2 =1
,如图6-40所示.

图6-39

    
图6-40

当a=b=c时,椭球面变为球面:x2+y2+z2=a2.

3.单叶双曲面:x
2

a2+y2
b2 -z2

c2 =1

将xOz平面上的双曲线x2

a2-z2
c2 =1

绕z轴旋转得旋转单叶双曲面:x
2+y2
a2 -z2

c2 =1
,如

图6-41所示.

再将旋转单叶双曲面沿y轴方向伸缩b
a

倍,得单叶双曲面:x
2

a2+y2
b2 -z2

c2 =1.

4.双叶双曲面:x
2

a2-y2
b2 -z2

c2 =1

将xOz平面上的双曲线x2

a2-z2
c2 =1

绕x轴旋转得旋转双叶双曲面:x
2

a2 -y2+z2
c2 =1,如

图6-42所示.

再将旋转双叶双曲面沿y轴方向伸缩b
c

倍,得双叶双曲面:x
2

a2-y2
b2 -z2

c2 =1.
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26   高等数学(下册)

图6-41

  
图6-42

5.椭圆抛物面:x
2

a2+y2
b2 =z

将xOz平面上的抛物线x2

a2=z绕z轴旋转得旋转抛物面:x
2+y2
a2 =z,如图6-43所示.

再将旋转抛物面沿y轴方向伸缩b
a

倍,得椭圆抛物面:x
2

a2+y2
b2 =z.

6*.双曲抛物面(马鞍面):x
2

a2-y2
b2 =z

如图6-44所示,用截痕法分析:

用平面x=t截曲面,截痕l为平面x=t上的抛物线:-y2
b2=z-t2

a2
,此抛物线开口朝下,顶

点坐标为:

x=t, y=0, z=t2
a2.

图6-43

  
图6-44

当t变化时,l的形状不变,位置平移,而顶点的轨迹为平面y=0上的抛物线L:z=t2
a2 .

因此,双曲抛物面为以l为母线,以L 为准线,母线的顶点在准线L 上作平行移动得到的

曲面.

7.椭圆柱面:x
2

a2+y2
b2 =1

,如图6-45所示.

8.双曲柱面:x
2

a2-y2
b2 =1

,如图6-46所示.

9.抛物柱面:y2=ax,如图6-47所示.
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图6-45

  
图6-46

  
图6-47

例8 说明下列旋转曲面是怎样形成的:

(1)x
2

9-y2
4-z2

4=1;   (2)y=x2
2+z2

2.

解 (1)xOy面上的双曲线x2

9-y2
4=1绕x轴旋转一周;或zOx面上的双曲线x2

9-z2
4=1

绕x轴旋转一周.

(2)xOy面上的抛物线y=x2
2

绕y轴旋转一周;或yOz面上的抛物线y=z2
2

绕y轴旋转

一周.

【知识与能力拓展】

1.上机演练:用 Mathematica软件画出本节所涉及的二次曲面图形.
2.数学家简介

勒内·笛卡尔(三)
数学

笛卡尔最杰出的成就是在数学发展上创立了解析几何学.在笛卡尔时代,代数还是一个比

较新的学科,几何学的思维还在数学家的头脑中占有统治地位.笛卡尔致力于将代数和几何联

系起来的研究,于1637年创立了坐标系后,成功地创立了解析几何学.他的这一成就为微积分

的创立奠定了基础.解析几何直到现在仍是重要的数学方法之一.此外,现在使用的许多数学

符号都是笛卡尔最先使用的,这包括了已知数a,b,c以及未知数x,y,z等,还有指数的表示方

法.他还发现了凸多面体边、顶点、面之间的关系,后人称为欧拉-笛卡尔公式.还有积分中常见

的笛卡尔叶形线也是他发现的.
解析几何的创立

据说有一天,笛卡尔生病卧床,病情很重,尽管如此他还反复思考一个问题:几何图形是直

观的,而代数方程是比较抽象的,能不能把几何图形和代数方程结合起来,也就是说能不能用几

何图形来表示方程呢? 要想达到此目的,关键是如何把组成几何图形的点和满足方程的每一组

“数”挂上钩,他苦苦思索,拼命琢磨,通过什么样的方法,才能把“点”和“数”联系起来.突然,他
看见屋顶角上的一只蜘蛛,拉着丝垂了下来.一会功夫,蜘蛛又顺这条丝爬上去,在上边左右拉

丝.蜘蛛的“表演”使笛卡尔的思路豁然开朗.他想,可以把蜘蛛看作一个点.他在屋子里可以

上、下、左、右运动,能不能把蜘蛛的每一个位置用一组数确定下来呢? 他又想,屋子里相邻的两

面墙与地面交出了三条线,如果把地面上的墙角作为起点,把交出来的三条线作为三根数轴,那
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么空间中任意一点的位置就可以在这三根数轴上找到有顺序的三个数.反过来,任意给一组三

个有顺序的数也可以在空间中找到一点P 与之对应.同样道理,用一组数 (x,y)可以表示平面

上的一个点,平面上的一个点也可以用一组两个有顺序的数来表示,这就是坐标系的雏形.

【学习效果评估】

(A)

1.填空题

(1)以点(1,2,3)为球心,且过点(0,0,1)的球面方程是 .
(2)将zOx 坐标面上的抛物线z2=5x绕x 轴旋转而成的曲面方程是 .
(3)将xOy 坐标面上的圆x2 + (y-1)2 =2绕y 轴旋转一周所生成的球面方程是

,且球心坐标是 ,半径为 .

(4)方程x2
2+y2

2-z2
3=0表示旋转曲面,它的旋转轴是 .

(5)方 程 y2 =z 在 平 面 解 析 几 何 中 表 示 ,在 空 间 解 析 几 何 中 表

示 .
(6)yOz坐标面上z2=y绕y 轴旋转而成的旋转曲面方程是 .

(7)xOy坐标面上-x2
4+y2

9=1绕x轴旋转而成的旋转曲面方程是 .

2.写出以点 (1,3,-2)为球心,且通过坐标原点的球面方程.
3.求与坐标原点O 及点 2,3,( )4 的距离之比为1∶2的点的全体所组成的曲面的方程,它

表示怎样的曲面?

4.将xOy坐标面上的双曲线4x2-9y2=36分别绕x轴及y 轴旋转一周,求所形成的旋转

曲面方程.
5.将zOx坐标面上的抛物线z=x2 分别绕x 轴及z 轴旋转一周,求所形成的旋转曲面

方程.
6.写出下列曲面方程的名称,并画出曲面的草图.

(1)(x-a)2+y2=a2  (2)x2=4y  (3)x
2

9+
z2
4=1  

(4)y2-z=0

7.指出下列方程表示什么曲面并画出其图形.

(1)x
2

9+
y2
4-

z2
4=1

(2)x=y2
4+z2

(3)(y-1)2=x2+4z2 (4)z=2-x2-y2

8.画出下列各曲面所围成的立体区域.
(1)x=0,y=0,x=1,y=1,z=0,x+2y+3z=1
(2)x2+y2=1,z=0,z=1
(3)x=0,y=0,x+y=1,z=0,z=3-x2-y2

9.一动点与两定点 2,3,( )1 和 4,5,( )6 等距离,求动点的轨迹方程.
10.方程x2+y2+z2-2x+4y+2z=0表示什么曲面?

(C)
案例 找一个可口可乐的玻璃瓶,先利用曲线拟合的方法得出其母线的方程,再利用旋转
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曲面的知识写出其外表面的的曲面方程.

6.4 空间曲线及其方程

  本节主要介绍空间曲线及其方程的概念.

【知识目标】

理解空间曲线的一般方程和参数式方程,理解空间直线的一般方程.

【能力目标】

能够空间想象并画出由两个曲面相交所确定的空间曲线的形状,能够空间想象并画出由两

个平面相交所确定的空间直线的形状.

【案例引入】

图6-48

引例 如图6-48所示,螺丝钉的螺纹外缘曲线是螺旋

线,当外力拧紧或拧松螺丝钉时,它们的外缘曲线上的任一

点,将一方面绕螺丝钉的轴旋转,另一方面又沿平行于轴线

的方向前进,该点走过的轨迹就是螺旋线.那么螺旋线该如

何用方程来进行描述呢?

【知识正文】

6.4.1 空间曲线的一般方程

空间曲线可以看作两个曲面的交线.设

F(x,y,z)=0和G(x,y,z)=0
是两个曲面方程,它们的交线为C.因为曲线C上的任何点的坐标应同时满足这两个方程,所以

应满足方程组

F(x,y,z)=0
G(x,y,z)={ 0.

反过来,如果点M 不在曲线C 上,那么它不可能同时在两个曲面上,所以它的坐标不满足

方程组.
因此,曲线C可以用上述方程组来表示.上述方程组叫做空间曲线的一般方程.
例1 求球心在(1,2,3),半径为3的球面与平面z=5的交线方程.
解 球面方程为:

(x-1)2+(y-2)2+(z-3)2=32 ,
所以,球面与平面的交线方程为:

(x-1)2+(y-2)2+(z-3)2=9
z={ 5 .
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30   高等数学(下册)

例2 方程组 x2+y2=1
2x+3z={ 6

表示怎样的曲线?

解 方程组中第一个方程表示母线平行于z轴的圆柱面,其准线是xOy面上的圆,圆心在

原点O,半径为1.方程组中第二个方程表示一个母线平行于y轴的柱面,由于它的准线是zOx
面上的直线,因此它是一个平面.方程组就表示上述平面与圆柱面的交线,如图6-49所示.

例3 方程组
z= a2-x2-y2

(x-a
2
)
2

+y2=(a2
)

ì

î

í
ïï

ïï

2 表示怎样的曲线?

解 方程组中第一个方程表示球心在坐标原点O,半径为a的上半球面.第二个方程表示

母线平行于z轴的圆柱面,它的准线是xOy面上的圆,圆的圆心在点 (a
2
,0),半径为 a

2.方程

组就表示上述半球面与圆柱面的交线,如图6-50所示.

图6-49

   
图6-50

6.4.2 空间曲线的参数方程

空间曲线C的方程除了一般方程之外,也可以用参数形式表示,只要将C上动点的坐标x、

y、z表示为参数t的函数

x=x(t)
y=y(t)
z=z(t{ )

.

当给定t=t1时,就得到C上的一个点(x1,y1,z1),随着t的变动便得曲线C 上的全部点.
上面的方程组叫做空间曲线的参数方程.

例4 如果空间一点M 在圆柱面x2+y2=a2上以角速度ω绕z轴旋转,同时又以线速度v
沿平行于z轴的正方向上升(其中ω、v都是常数),那么点M 构成的图形叫做螺旋线.试建立其

参数方程.
解 取时间t为参数.设当t=0时,动点位于x轴上的一点A(a,0,0)处.经过时间t,动点

由A 运动到M(x,y,z),如图6-51所示.记M 在xOy 面上的投影为M′,M′的坐标为(x,y,0).
由于动点在圆柱面上以角速度ω绕z轴旋转,所以经过时间t,∠AOM′=ωt.从而

x=|OM′|cos∠AOM′=acosωt,

y=|OM′|sin∠AOM′=asinωt.
由于动点同时以线速度v沿平行于z轴的正方向上升,所以
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图6-51

z=MM′=vt.
因此螺旋线的参数方程为

x=acosωt
y=asinωt
z={ vt

.

也可以用其他变量作参数.例如令θ=ωt,则螺旋线的参数方程可

写为

x=acosθ
y=asinθ
z=b{ θ

,

其中b=v
ω
,而参数为θ.

6.4.3 空间直线的一般方程

空间直线可以看成是两个平面的交线.故其一般方程为

A1x+B1y+C1z+D1=0
A2x+B2y+C2z+D2={ 0.

如直线 x+y+z+1=0
2x-y+3z+4={ 0.

【知识与能力拓展】

1.上机演练:用 Mathematica绘制本节例1~例4中所涉及的曲面和曲线图形.
2.空间曲线在坐标面上的投影

以曲线C为准线、母线平行于z轴的柱面叫做曲线C 关于xOy 面的投影柱面,投影柱面与

xOy面的交线叫做空间曲线C 在xOy 面上的投影曲线,或简称投影(类似地可以定义曲线C在

其它坐标面上的投影).
设空间曲线C的一般方程为

F(x,y,z)=0
G(x,y,z){ =0.

设方程组消去变量z后所得的方程为

H(x,y)=0,
这就是曲线C关于xOy 面的投影柱面.

这是因为一方面方程 H(x,y)=0表示一个母线平行于z 轴的柱面,另一方面方程

H(x,y)=0是由方程组消去变量z后所得的方程,因此当x、y、z满足方程组时,前两个数x、y
必定满足方程H(x,y)=0,这就说明曲线C 上的所有点都在方程H(x,y)=0所表示的曲面

上,即曲线C在方程H(x,y)=0表示的柱面上.所以方程 H(x,y)=0表示的柱面就是曲线C
关于xOy 面的投影柱面.

曲线C在xOy 面上的投影曲线的方程为

H(x,y)=0
z={ 0 .
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同理,曲线C在yOz面和zOx 面上的投影曲线的方程分别是

I(y,z)=0
x={ 0

,J(x,z)=0
y={ 0 .

例5 已知两球面的方程为x2+y2+z2=1和x2+(y-1)2+(z-1)2=1,求它们的交线

C在xOy 面上的投影方程.
解 先将方程x2+(y-1)2+(z-1)2=1化为x2+y2+z2-2y-2z=1,然后与方程x2+

y2+z2=1相减得y+z=1.将z=1-y代入x2+y2+z2=1得x2+2y2-2y=0.这就是交线

C关于xOy 面的投影柱面方程.两球面的交线C在xOy 面上的投影方程为

x2+2y2-2y=0
z{ =0 .

在重积分和曲面积分中,还需要确定立体或曲面在坐标面上的投影,这时要利用投影柱面

和投影曲线,如下例.

例6 求由上半球面z= 4-x2-y2 和锥面z= 3(x2+y2)所围成立体在xOy面上的

投影.
解 半球面与锥面交线为

C:z= 4-x2-y2

z= 3(x2+y2{ )
.

图6-52

由方程z= 4-x2-y2 和z= 3(x2+y2)消去z得到

x2+y2=1.这是一个母线平行于z轴的圆柱面,容易看出,这
恰好是半球面与锥面的交线C 关于xOy 面的投影柱面,因此

交线C在xOy 面上的投影曲线为

x2+y2=1
z={ 0

,

即xOy平面上的以原点为圆心、以1为半径的圆.立体在xOy
平面上的投影为圆所围成的部分:x2 +y2 ≤1,如图6-52
所示.

【学习效果评估】

(A)

1.填空题

(1)在空间直角坐标系中方程
x2
9-z2

4=1

y-2={ 0
表示 .

(2)用平面x=h去截双叶双曲面x2

a2-y2
b2+z2

c2=-1,所得截痕是 ;若用平

面y=k(k2 >b2)截上述曲面所得截痕是 .

(3)二次曲面z=x2
a2+y2

b2
与平面y=h相截,其截痕是空间中的 .

(4)曲面x2-y2=z在zOx 坐标面上的截痕是 .
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(5)双曲抛物面x2-y2
3=2z与xOy 坐标面的交线是 .

(6)由曲面z= x2+y2 与z= R2-x2-y2 所围成的有界区域用不等式组可表示

为 .
2.指出下列方程所表示的曲线

(1)x2+4y2+9z2=36
y={ 1   (2)y

2+z2-4x+8=0
y={ 4

3.将曲线 x2+y2+z2=9
y={ x

化为参数方程.

4.画出下列曲线在第一卦限的图形.

(1)x=1
y={ 2        

(2)z= 4-x2-y2

x-y={ 0

(3)x2+y2=a2

x2+z2=a{ 2
(4)x2+y2=z2

x={ 0

5.分别求通过曲线 2x2+y2+z2=16
x2+z2-y2={ 0

而母线平行于x轴或y 轴的柱面方程.

6.指出下列方程所表示的曲线.

(1)x2+y2+z2=25
x={ 3

(2)x2-4y2+z2=25
x=-{ 3

(3)
y2
9-z2

4=1

x-2={ 0
(4)y2+z2-4x+8=0

y={ 4

7.将下列曲线的一般方程化为参数式方程.

(1)x2+y2+z2=9
y-x={ 0

(2)
(x-1)2+y2+(z+1)2=4
z={ 0

8*.求球面x2+y2+z2=9与平面x+z=1的交线在xOy 面上的投影曲线方程.

9*.写出曲线 y2+z2-2x=0
z={ 3

在xOy面上的投影曲线方程.

10*.求两曲面z=x2+y2及z= 2-x2-y2 的交线在xOy面上的投影曲线方程.

11*.求曲线
x=acost
y=asint
z={ bt

在各坐标面上的投影曲线方程.

12*.求旋转抛物面z=x2+y2(0≤z≤4)在三坐标面上的投影.
13*.求椭圆抛物面z=x2+2y2与抛物柱面z=2-x2的交线关于xOy 面的投影柱面和在

xOy 面上的投影曲线方程.
(C)

案例 求上半球0≤z≤ a2-x2-y2 与圆柱体x2+y2≤ax(a>0)的公共部分在xOy
面和zOx 面上的投影.
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6.5 多元函数的基本概念

  本节主要介绍多元函数的概念、多元函数的极限及多元函数的连续性等.

【知识目标】

理解平面区域的概念;理解多元函数的概念;理解多元函数的极限与连续的概念.

【能力目标】

运用多元函数描述实际问题.

【案例引入】

我们以前讨论的函数都只有一个自变量,这种函数称为一元函数.但在许多实际问题中,
往往要考虑多个变量之间的关系,从数学上来说,就是要考虑一个变量(因变量)与另外多个变

量(自变量)之间的相互依赖关系.
引例1 圆柱体的体积V 和它的底半径r、高h之间具有关系

V=πr2h.
这里,当r、h在集合{(r,h)|r>0,h>0}内取定一对值 (r,h)时,V 对应的值就随之确定.

引例2 设R 是电阻R1、R2 并联后的总电阻,由电学知识,它们之间具有关系

R= R1R2

R1+R2
.

当R1 和R2 确定之后,R 对应的值就随之确定.
引例3 某玩具厂生产两种儿童玩具皮球,一种售价3元,另一种售价2元,生产和销售3

元的球x千个和2元的球y千个的总利润是

P(x,y)=-2x2+2xy-y2+12x-4y-7(千元).
当两种玩具生产和销售的量x和y 确定后,总利润也就随之确定.

上面的三个例子分别是几何问题、物理问题和经济问题,尽管问题的背景不同,所要解决

的问题也不相同,但以上三个引例具有共同的特征:问题中的一个变量取值依赖于另两个相互

独立的变量,并被这两个变量的取值唯一确定.抛开三例中各变量的实际意义,仅保留其数量

关系,就可以抽象得出二元函数的定义.

【知识正文】

6.5.1 平面区域

在研究讨论一元函数时,经常用到邻域和区间的概念.类似地,在研究讨论多元函数时,会
经常用到邻域和区域的概念.将数轴上的邻域和区间概念在平面上加以推广,就可得到平面上

的邻域和区域的概念.
设P0(x0,y0)是xOy平面上的一个点,δ是某一正数,与点P0(x0,y0)的距离小于δ的点

P(x,y)的全体,称为点P0 的δ邻域,记为U(P0,δ),即
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U(P0,δ)={P||PP0|<δ},
也就是

U(P0,δ)= (x,y)| (x-x0)2+(y-y0)2 <{ }δ .
在几何上,U(P0,δ)就是xOy 平面上以点P0(x0,y0)为中心、δ>0为半径的圆的内部的

点P(x,y)的全体,如图6-53所示.

U(P0,δ)中除去点P0 后所剩部分,称为点P0 的去心δ邻域,记作U
°(P0,δ).有时候在不

需要强调邻域的半径时,可用U(P0)或U
°(P0)分别表示P0 的某个邻域或某个去心邻域.

有了平面邻域的概念,就可以利用它来描述点与点之间的关系.设E 是平面上的一个点

集,P 是平面上的一个点,则P 与E 有以下三种关系:
(1)内点:如果存在点P 的某一邻域U(P)⊂E,则称P 为E 的内点(如图6-54中的点

P1).显然,E 的内点属于E.
(2)外点:如果存在点P的某一邻域U(P),U(P)∩E=⌀,则称P为E 的外点(如图6-54

中的点P2).
(3)边界点:如果点P 的任一邻域内既有属于E 的点,也有不属于E 的点,则称P 为E 的

边界点(如图6-54中的点P3).E 的边界点的全体称为E 的边界.
点集E 的内点必定属于E,E 的外点必不属于E,而E 的边界点可能属于E,也可能不属

于E.
例如,点集E1={(x,y)1<x2+y2 <4},如图6-55所示,E1中每个点都是E1的内点,

满足x2+y2=1和x2+y2=4的一切点 (x,y)都是E1 的边界点,它们都不属于E1.

图6-53

  
图6-54

  
图6-55

开集:如果点集E 的点都是E 的内点,则称E 为开集.
连通集:如果点集E内的任何两点,都可用折线连结起来,且该折线上的点都属于E,则称

E 是连通集,如图6-56所示.
区域(或开区域):连通的开集称为区域或开区域.例如,点集 {(x,y)x+y<0}是开区

域,如图6-57所示,点集 {(x,y)1<x2+y2 <4}也是区域,如图6-55所示.

图6-56

  
图6-57
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  闭区域:开 区 域 连 同 它 的 边 界 一 起,称 为 闭 区 域.例 如,{(x,y)│x+y≥0}及
{(x,y)│1≤x2+y2 ≤4}都是闭区域.

有界集:对于点集E,如果存在正数K,使一切点P∈E与某一定点A 间的距离|AP|不

超过K,即

|AP|≤K,对一切P∈E 成立,
则称E 为有界点集.

无界点集:点集E 如果不是有界点集,就称为无界点集.
例如,{(x,y)│1≤x2+y2 ≤4}是有界闭区域,{(x,y)│x+y>0}是无界开区域.

6.5.2 n维空间

在平面直角坐标系中,平面上的点与二元有序组 (x,y)一一对应,二元有序组 (x,y)的

全体所构成的集合称为二维空间,记作 R2.在空间直角坐标系中,空间的点与三元有序组

(x,y,z)一一对应,三元有序组(x,y,z)的全体表示了空间中一切点的集合,我们称这个集合

为三维空间,记作R3.
一般地,由n元有序组 (x1,x2,…,xn)的全体构成的集合称为n维空间,记作Rn,即

Rn ={(x1,x2,…,xn)|xi∈R,i=1,2,…,n},
其中每个有序组 (x1,x2,…,xn)称为Rn 中的一个点,数xi 称为该点的第i个坐标,类似地,n
维空间中任意两点P(x1,x2,…,xn)和Q(y1,y2,…,yn)间的距离定义为

|PQ|= (y1-x1)2+(y2-x2)2+…+(yn -xn)2.
显然n=1,2,3时,上述规定与数轴上、直角坐标系下平面及空间中两点间的距离定义

一致.
前面有关平面点集的概念均可逐一推广到n维空间Rn 中去.
例如,设点P0 ∈Rn,δ是某一正数,则n维空间内的点集

U(P0,δ)={P |PP0|<δ,P∈Rn}
就称为Rn 中点P 的δ 邻域.以邻域为基础,可进一步定义点集的内点、外点、边界点,以及开

集、闭集、区域等一系列概念,这里不再赘述.

6.5.3 多元函数的概念

图6-58

1.二元函数的定义

定义1 设D 是平面上的一个点集,如果对于每个点P(x,y)∈D,变量z按照一定的法

则f 总有确定的值和它对应,则称变量z是变量x,y的二元函数(或点P的二元函数),记作

z=f(x,y)(或z=f(P))
点集D 称为该函数的定义域,x,y称为自变量,z称

为因变量,数集 {z|z=f(x,y),(x,y)∈D}称为该函数

的值域.函数z=fx,( )y 在点 x0,y( )0 处的函数值为

fx0,y( )0 .
二元函数可以看成是具有两个输入和一个输出的机

器(如图6-58所示).
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当二元函数有实际意义时,它的定义域由实际意义确定;没有实际意义时,其定义域是使

得函数表达式有意义的一切点 (x,y)的集合,并称其为自然定义域.
类似地,可以定义三元函数u=f(x,y,z)以及三元以上的函数.二元及以上的函数称为多

元函数.
例1 试确定下列函数的定义域:

(1)z=ln(x+y);    (2)z= x-y2+ 2-x2-y2;

(3)z=y
2

x.

解 (1)欲使得函数有意义,则有x+y>0,故函数定义域为

D={(x,y)|x+y>0}.
它是xOy 平面上的一个开区域(如图6-59所示).
(2)同样要使得函数z有意义,必须满足x-y2 ≥0且2-x2-y2 ≥0,即定义域为

D={(x,y)|x≥y2 且x2+y2 ≤2}.
它是xOy 平面上的一个闭区域(如图6-60所示).

图6-59

    
图6-60

(3)要使函数有意义,则x≠0,故函数的定义域为D= x,( )y x≠{ }0 ,它是整个xOy
平面去掉y 轴的无界开区域.

例2 设 函 数 f(x,y)=2x2 -y2,g(x,y,z)=ex(y +z),计 算 函 数 值 f(2,3)和

g(0,-1,4).
解 f(2,3)=2×22-32=8-9=-1;g(0,-1,4)=e0(-1+4)=1×3=3.

例3 求函数z=f(x,y)= 9-x2-y2 的值域.
解 函数f的定义域为

D={(x,y)9-x2-y2 ≥0}={(x,y)x2+y2 ≤9}.
它是一个以原点为圆心,以3为半径的圆域.函数f的值域可表示为

{zz= 9-x2-y2,(x,y)∈D}.
由于z是平方根,故z≥0,同时又有

9-x2-y2 ≤9⇒ 9-x2-y2 ≤3.
因此,函数z=f(x,y)的值域为

{z0≤z≤3}=[0,3].

2.二元函数的图形

一元函数y=f(x)的图形是一条平面上的曲线.用类似地方法,我们也可以做出二元函数

z=f(x,y)的图形———曲面.
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设二元函数z=f(x,y)的定义域为D.对于任意取定的点P(x,y)∈D,对应的函数值为

z=f(x,y).这样,以x为横坐标、y为纵坐标、z=f(x,y)为竖坐标在空间直角坐标系中就确

定了一点M(x,y,z).当 (x,y)遍取D 上的一切点时,得到一个空间点集

{(x,y,z)z=f(x,y),(x,y)∈D}.
这个点集称为二元函数z=f(x,y)的图形(如图6-61所示).二元函数的图形通常是空间

中的一张曲面.
例如,二元函数z=-3x-2y+6的图形是一张平面,在z轴上的截距为6,如图6-62

所示.

二元函数z= 1-x2-y2 图形是以原点为球心,半径为1的上半球面,如图6-63所示.

图6-61   图6-62   图6-63

6.5.4 二元函数的极限

极限是研究函数变化趋势的基本方法,它描述自变量变化过程中函数的变化趋势,多元函

数的极限概念是一元函数极限概念的推广.
一元函数y=f(x)的极限是描述在自变量x的某一变化过程中,函数y的变化趋势.二元

函数与一元函数相类似,二元函数z=f(x,y)的极限也是描述在自变量P(x,y)的某一变化

过程中,函数z的变化趋势.

观察函数f(x,y)=sin
(x2+y2)
x2+y2

和g(x,y)=x2-y2
x2+y2

当自变量x和y 都趋于0(从而点

(x,y)趋于原点)时函数值的变化趋势.为此列表如下:
表6-1 f(x,y)的函数值

x   y -1.0 -0.5 -0.2 0 0.2 0.5 1.0

-1.0 0.455 0.759 0.829 0.841 0.829 0.759 0.455

-0.5 0.759 0.959 0.986 0.990 0.986 0.959 0.759

-0.2 0.829 0.986 0.999 1.000 0.999 0.986 0.829

0 0.841 0.990 1.000 1.000 0.990 0.841

0.2 0.829 0.986 0.999 1.000 0.999 0.986 0.829

0.5 0.759 0.959 0.986 0.990 0.986 0.959 0.759

1.0 0.455 0.759 0.829 0.841 0.829 0.759 0.455
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  表6-2 g(x,y)的函数值

x   y -1.0 -0.5 -0.2 0 0.2 0.5 1.0

-1.0 0.000 0.600 0.923 1.000 0.923 0.600 0.000

-0.5 -0.600 0.000 0.724 1.000 0.724 0.000 -0.600

-0.2 -0.923 -0.724 0.000 1.000 0.000 -0.724 -0.923

0 -1.000 -1.000 -1.000 -1.000 -1.000 -1.000

0.2 -0.923 -0.724 0.000 1.000 0.000 -0.724 -0.923

0.5 -0.600 0.000 0.724 1.000 0.724 0.000 -0.600

1.0 0.000 0.600 0.923 1.000 0.923 0.600 0.000

  注意到函数f(x,y)和函数g(x,y)在原点处均没有定义,表6-1和表6-2列出了两个函数

在原点附近的函数值.可以看出当点(x,y)趋于(0,0)时,f(x,y)的函数值趋于1,而g(x,y)

的函数值不趋近于任何固定的数,并记作

lim
(x,y)→(0,0)

sin(x2+y2)
x2+y2 =1和 lim

(x,y)→(0.0)

x2-y2
x2+y2

不存在.

一般的,有如下定义:

定义2 设二元函数 fx,( )y 在点 P0 x0,y( )0 的某个去心邻域内有定义,若动点

Px,( )y 以任意方式趋于定点P0 x0,y( )0 (Px,( )y ≠P0 x0,y( )0 )时,函数值fx,( )y 总趋

于一个确定的常数A,则称A 是函数f x,( )y 在P x,( )y 趋于P0 x0,y( )0 时的极限,记作

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x,y)=A 或lim
P→P0

f(P)=A.

二元函数的极限与一元函数的极限具有相同的性质和运算法则,为了区别于一元函数的

极限,通常称二元函数的极限为二重极限.

图6-64

值得注意的是,在定义2中,动点P(x,y)趋向点P0 x0,y( )0 的

方式是任意的,路径也各式各样(如图6-64所示),即若lim
P→P0

f(P)=

A,是 指 当 P(x,y)在 定 义 域 D 上 以 任 意 方 式 趋 向 于 点

P0 x0,y( )0 时,f(x,y)都以常数A 为极限.如果P(x,y)在D 上以

某种特殊的方式趋向于P0 x0,y( )0 时,f(x,y)趋向于常数A,则不

能断定f(x,y)的极限存在.如果当P(x,y)在D 上以不同的方式趋

向于P0 x0,y( )0 时,f(x,y)趋向于不同的常数,或者P(x,y)沿某

一特定 方 式 趋 于 P0 x0,y( )0 时,f(x,y)的 极 限 不 存 在,则 可 断 定 函 数 f(x,y)在 点

P0 x0,y( )0 的极限不存在.

例4 求 lim
(x,y)→(0,2)

sin(xy)
x .

解 这里f(x,y)=sin
(xy)
x

在区域D1={(x,y)x<0}和区域D2={(x,y)x>0}内

都有定义,P0(0,2)同时为D1及D2的边界点.但无论在D1内还是在D2内考虑,下列运算都
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是正确的:

lim
(x,y)→(0,2)

sin(xy)
x =lim

xy→0

sin(xy)
xy

·lim
y→2

y=1×2=2.

例5 求极限 lim
(x,y)→(0,0)

(x2+y2)sin 1
x2+y2

.

解 令u=x2+y2,则

lim
(x,y)→(0,0)

(x2+y2)sin 1
x2+y2=lim

u→0
usin1u =0.

例6 已知函数

f(x,y)=
xy

x2+y2
, x2+y2 ≠0

0, x2+y2=

ì

î

í

ïï

ïï 0
,

讨论当 (x,y)→ (0,0)时,函数f(x,y)的极限是否存在.
解 当点P(x,y)沿x轴趋于点 (0,0)时,lim

x→0
f(x,0)=lim

x→0
0=0;又当点P(x,y)沿y轴

趋于点 (0,0)时,lim
y→0

f(0,y)=lim
y→0
0=0.

虽然点P(x,y)以上述两种特殊方式(沿x轴或沿y 轴)趋于原点时函数的极限存在并且

相等,但是 lim
(x,y)→(0,0)

f(x,y)并不存在.这是因为当点P(x,y)沿着直线y=kx 趋于点 (0,0)

时,有

lim
x→0

y=kx→0

xy
x2+y2=lim

x→0

kx2

x2+k2x2= k
1+k2

,

显然,它是随着k值的不同而不同的.

6.5.5 二元函数的连续性

一元连续函数求极限的方法是直接代入法,即lim
x→a

f(x)=f(a),这也是一元函数连续性的

一种定义形式.类似的,可以建立二元函数连续的概念如下:
定义3 设函数z=f(x,y)在P0(x0,y0)的某一邻域内有定义,如果

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x,y)=f(x0,y0),

则称函数z=f(x,y)在点P0(x0,y0)连续,否则称z=f(x,y)在点P0(x0,y0)处间断.
如果函数f(x,y)在平面区域D 的每一点都连续,则称函数f(x,y)在区域D 内连续,或

者称f(x,y)是区域D 内的连续函数.在区域D 内连续的二元函数的图形是区域D 上的一张

连续曲面.
函数f(x,y)在区域D 内连续,直观地来看,就是当点(x,y)有一个微小的变动时,函数值

f(x,y)的变动也是微小的.同时也意味着连续函数f(x,y)在D 上的图形是一张“连续的、无
洞的、没有裂缝的”完好曲面.

与闭区间上一元连续函数的性质相类似,有界闭区域上的二元连续函数也有如下性质:
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  性质1(最大值和最小值定理) 有界闭区域D 上的二元连续函数z=f(P),在D 上一定

有最大值和最小值.这就是说,在D 上至少有一点P1 及一点P2,使得f(P1)为最大值而f(P2)
为最小值,即对于一切P∈D,有

f(P2)≤f(P)≤f(P1).
性质2(介值定理) 有界闭区域D 上的二元连续函数z=f(P),如果在D 上取得两个不

同的函数值,则它在D 上取得介于这两个值之间的任何值至少一次.特殊地,如果μ是函数在

D 上的最小值m 和最大值M 之间的一个数,则至少有一点Q,使得f(Q)=μ.
一元函数中关于极限的运算法则,对于二元函数仍然适用.根据极限运算法则,可以证明

二元连续函数的和、差、积均为连续函数.在分母不为零处,连续函数的商是连续函数.二元连

续函数的复合函数也是连续函数.
与一元的初等函数相类似,二元初等函数是可用一个式子所表示的二元函数,而这个式子

是由常数及基本初等函数经过有限次的四则运算和复合步骤所构成的,例如,x+x2-y2
1+x2

,

sin(x+y)等都是二元初等函数.
根据上面指出的连续函数的和、差、积、商的连续性以及连续函数的复合函数的连续性,再

利用基本初等函数的连续性,可以进一步得到如下结论:
一切二元初等函数在其定义区域内是连续的.所谓定义区域是指包含在定义域内的区域

或闭区域.
由二元初等函数的连续性,如果要计算它在点P0 处的极限,而该点又在此函数的定义区

域内,则极限值就是函数在该点的函数值,即

lim
P→P0

f(P)=f(P0).

例7 求极限 lim
(x,y)→(1,2)

x+y
xy

.

解 函数f(x,y)=
(x+y)
xy

是二元初等函数,它的定义域为

D={(x,y)|x≠0,y≠0}.
因D 不是连通的,故D 不是区域.但D1={(x,y)|x>0,y>0}是区域,且D1⊂D,所以

D1 是函数f(x,y)的一个定义区域.因P0(1,2)∈D1,故

lim
(x,y)→(1,2)

x+y
xy =f(1,2)=32.

例8 求极限 lim
(x,y)→(0,0)

xy
xy+1-1

.

解 lim
(x,y)→(0,0)

xy
xy+1-1

= lim
(x,y)→(0,0)

xy(xy+1+1)
xy = lim

(x,y)→(0,0)
(xy+1+1)=2.

以上关于二元函数的极限、连续的定义以及有界闭区域上连续函数的性质可相应地推广到

n元函数f(P)上去.
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【知识与能力拓展】

1.学习应用 Mathematica软件计算二元函数极限的指令.
2.复习应用 Mathematica软件绘制二元函数图形的指令.
3.上机演练:确定下列极限是否存在,若存在求出该极限.
(1) lim

(x,y)→(2,3)
(x2y2-2xy5+3y);

(2) lim
(x,y)→(∞,∞)

x2y
x2+y2

.

4.上机演练:二元函数z= xy
x2+y2

在点 (0,0)处不连续,用Plot3D命令作出在区域

{(x,y)|-2≤x≤2,-2≤y≤2}上的图形(采用选项PlotPoints➝40).观察曲面在 (0,0)
附近的变化情况.

【学习效果评估】

(A)

1.求下列各函数表达式:

(1)f(x,y)=x2-y2,求fx+y,yæ

è
ç

ö

ø
÷

x .

(2)f(x+y,x-y)=2(x2+y2)ex
2-y2,求f(x,y).

2.求下列各函数的定义域:

(1)z=ln(y2-2x+1);       (2)z= x+y+ 2-x;

(3)z= 1-x2 + y2-1; (4)z= x- y.
3.设函数fx,( )y =x3-2xy+3y2,求:

(1)f -2,( )3 ; (2)f 1
x
,2æ

è
ç

ö

ø
÷

y .

4.求下列各极限:

(1) lim
(x,y)→(1,0)

1-xy
x2+y2

; (2) lim
(x,y)→(0,0)

2- xy+4
xy

.

(3) lim
(x,y)→(0,0)

x2+y2

x2+y2+1-1
(4) lim

(x,y,z)→(3,0,1)
e-xysin(πz/2)

5.证明极限 lim
(x,y)→(0,0)

x+y
x-y

不存在.

(B)

1.求函数z= 4-x2-y2ln(x2+y2-1)的定义域,并画出定义域的图形.

2.函数z=y2+2x
y2-2x

在何处是间断的?

3.讨论函数f(x,y)=
(x2+y2)ln(x2+y2)

0
,x
2+y2≠0

x2+y2{ =0
在(0,0)处的连续性.
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(C)

1.某汽车租赁公司出租某品牌轿车每天收费100元,每公里收费2元,
(1)把租赁该品牌汽车的成本C用租赁天数d 及行驶的公里数k的函数表示出来.
(2)如果C=f(d,k),求f(3,300)并说明它表示的含义.
(3)分别说明f(3,k)和f(d,100)表示的含义.
2.设M 是最初B 元的投资t年后在银行帐户的金额.如果每年5%的利率分别按(a)年复

利,(b)连续复利计息,求函数M=f(B,t)的表达式.

3.近似计算人体表面积S(单位:m2)的 Mosteller公式为S(h,w)= hw
60

,其中h是人的

身高(单位:cm),w 是人的体重(单位:kg).使用 Mosteller近似公式计算自己的表面积.

4.心理学中的智商为Q(m,c)=100·m
c
,其中m 是人的智力年龄,而c是他的实际年龄.

求Q(21,20)和Q(19,20).

6.6 偏导数

  本节主要介绍二元函数的偏导数概念及计算、偏导数的几何意义以及偏导数与连续的关

系等.

【知识目标】

理解二元函数偏导数概念;会计算偏导数;记忆偏导数的几何意义;理解偏导数与连续的

关系.

【能力目标】

运用二元函数偏导数求解简单实际问题.

【案例引入】

在研究一元函数时,从研究函数的变化率引入了导数概念.对于多元函数同样需要讨论它

的变化率.但多元函数的自变量不止一个,函数关系要比一元函数复杂得多.在实际问题中,
常常需要了解一个受多种因素制约的变量,在其他因素固定不变的情况下,该变量只随一种因

素变化的变化率问题,反应在数学上就是多元函数在其他自变量固定不变时,函数随一个自变

量变化的变化率问题,观察下面的例子:
引例 在铅球投掷训练中,教练关心的核心问题是投掷的距离.而距离的远近主要取决于

投掷的速度和角度,而距离是速度和角度的二元函数:s=f(v,α).这两个因素中哪一个更重要

呢? 一般来讲,就是先固定一个因素而让另一个因素变化,分别考察每个因素对距离的作用.
例如,v固定时,其结果见表6-3.
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  表6-3 当v固定时s=f(v,α)随α的变化情况

速度v/(m·s-1) 角度α/° 距离s/m

11.5 45 15.103

11.5 42.5 15.182

11.5 40 15.169

11.5 38 15.092

11.5 36 14.69

11.5 41.2 15.187

11.5 41.6 15.189

  这里把一个变量固定(v=11.5),而由另一个变量(α)变化所产生的距离的变化反映了α对

s的作用.
当v固定时,函数s=f(v,α)变成了关于变量α 的一元函数,将此函数记为g(α)=

f(11.5,α),则函数g(α)描述了铅球的投掷速度固定为11.5m/s时,投掷的距离随着投掷角度

α的变化而变化的情况.函数g当α=38°时的导数就是函数g在α=38处的变化率:

g′(38)=lim
h→0

g(38+h)-g(38)
h =lim

h→0

f(11.5,38+h)-f(11.5,38)
h .

利用表6-3给定的数据,可以近似求出上述变化率g′(α),分别取h=2和h=-2得:

g′(38)≈g(40)-g(38)
2 =f(11.5,40)-f(11.5,38)

2 =15.169-15.092
2 =0.0385,

g′(38)≈g(36)-g(38)
-2 =f(11.5,36)-f(11.5,38)

-2 =14.96-15.092
-2 =0.066.

求出上面两个值的平均值,就可以得到导数g′(38)的近似值为0.0523.这就意味着,当投

掷速度为11.5m/s,投掷角度为38°时,投掷的距离当投掷角度每变化一度时,投掷的距离改变

0.0523m.
这种在二元函数中固定一个变量而求出的函数关于另一个自变量的导数,就是偏导数.
一般地,若f是关于两个变量x 和y 的二元函数f(x,y),让x变化而让y 固定(即看作常

量),则f就只是自变量x 的一元函数,可以计算f关于x 的导数,这个导数称为f关于x 的

偏导数.

【知识正文】

6.6.1 偏导数的概念

定义1 设函数z=f(x,y)在点 (x0,y0)的某一邻域内有定义,当y固定在y0而x在x0

处有增量Δx时,相应地函数有增量

f(x0+Δx,y0)-f(x0,y0).

如果 lim
Δx→0

f(x0+Δx,y0)-f(x0,y0)
Δx

存在,则称此极限为函数z=f(x,y)在点 (x0,y0)处对x的偏导数,记作
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∂z
∂x x=x0

y=y0

,∂f
∂x x=x0

y=y0

,zx x=x0
y=y0

或fx (x0,y0)

即

fx(x0,y0)=lim
Δx→0

f(x0+Δx,y0)-f(x0,y0)
Δx .

类似地,函数z=f(x,y)在点 (x0,y0)处对y的偏导数定义为

lim
Δy→0

f(x0,y0+Δy)-f(x0,y0)
Δy

记作∂z
∂y

x=x0
y=y0

,∂f
∂y

x=x0
y=y0

,zy x=x0
y=y0

或fy (x0,y0).

由上述定义可以看出,fx(x0,y0)和fy(x0,y0)是函数f(x,y)在点 (x0,y0)处分别沿平

行于x轴和y 轴方向上的变化率.
如果函数z=f(x,y)在区域D 内每一点(x,y)处对x的偏导数都存在,那么这个偏导数

是x、y的函数,它就称为函数z=f(x,y)对自变量x的偏导函数,记作

∂z
∂x
,∂f
∂x
,zx 或fx (x,y).

类似地,可以定义函数z=f(x,y)对自变量y的偏导函数,记作

∂z
∂y
,∂f
∂y
,zy 或fy (x,y).

由偏导数的概念可知,f(x,y)在点 (x0,y0)处对x的偏导数fx(x0,y0)显然就是偏导函

数fx(x,y)在点(x0,y0)处的函数值;fy(x0,y0)就是偏导函数fy(x,y)在点(x0,y0)处的函

数值,就像一元函数的导函数一样,以后再不至于混淆的地方也把偏导函数称为偏导数.

6.6.2 偏导数的计算

实际上,求函数z=f(x,y)的偏导数,并不需要用新的方法,因为这里只有一个自变量在

变动,另一个自变量是看作固定的,所以仍旧是一元函数的微分法问题.故可得求函数z=
f(x,y)的偏导数的方法如下:

(1)求∂f∂x
时,只要把y暂时看作常量而关于x 求导数即可;

(2)求∂f∂y
时,只要把x暂时看作常量而关于y 求导数即可.

例1 求函数z=f(x,y)=x2y3+xy+4y2 的偏导数.
解 把y看作常量,函数关于x求导数,得

∂z
∂x=2xy3+y.

把x看作常量,函数关于y求导数,得

∂z
∂y=3x2y2+x+8y.
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例2 求函数z=x2+3xy+y2 在点(1,2)处的偏导数.
解 把y看作常量,得

∂z
∂x=2x+3y.

把x看作常量,得

∂z
∂y=3x+2y.

将(1,2)代入上面的结果,就得

∂z
∂x x=1

y=2
=2×1+3×2=8,

∂z
∂y x=1

y=2
=3×1+2×2=7.

例3 求函数z=x2sin2y的偏导数.

解 ∂z∂x=2xsin2y,∂z∂y=2x2cos2y.

例4 设z=xy(x>0,x≠1),求证:

x
y
∂z
∂x+

1
lnx
∂z
∂y=2z.

证明 因为   ∂z
∂x=yx

y-1, ∂z∂y=xylnx,

所以   x
y
∂z
∂x+

1
lnx
∂z
∂y
=x

yyxy-1 + 1
lnxx

ylnx=xy +xy =2z.

偏导数的概念还可以推广到二元以上的函数.例如三元函数u=f(x,y,z)在点(x,y,z)

处对x的偏导数定义为

fx(x,y,z)=lim
Δx→0

f(x+Δx,y,z)-f(x,y,z)
Δx

其中(x,y,z)是函数u=f(x,y,z)的定义域的内点.它们的求法也仍旧是一元函数的微分法

问题.

例5 求r= x2+y2+z2 的偏导数.
解 把y和z都看作常量,得

∂r
∂x=

x
x2+y2+z2

=x
r.

由于所给函数关于自变量的对称性,所以

∂r
∂y
=y

r
,∂r
∂z=

z
r.

例6 已知理想气体的状态方程pV=RT (R 为常量),求证:

∂p
∂V
·∂V
∂T
·∂T
∂p
=-1.
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证明 因为

p=RT
V
,∂p
∂V =-RT

V2;V=RT
p
,∂V
∂T =

R
p
;T=pV

R
,∂T
∂p
=V

R
;

所以 ∂p
∂V
·∂V
∂T
·∂T
∂p
=-RT

V2 ·
R
p
·V

R =-RT
pV

=-1.

对一元函数来说,dy
dx

可看作函数的微分dy与自变量的微分dx之商.而例6中的式子表

明,偏导数的记号是一个整体记号,不能看作分子与分母之商.
有关偏导数的几点说明:

(1)偏导数∂f
∂x

是一个整体记号,不能拆分;

(2)求分界点、不连续点处的偏导数要用定义求.

例7 设z=f(x,y)= xy ,求fx(0,0),fy(0,0).

解 fx(0,0)=lim
Δx→0

f(0+Δx,0)-f(0,0)
Δx =lim

Δx→0

|Δx·0|-0
Δx =0.

同理可得        fy(0,0)=0.

例8 设f(x,y)=
xy

x2+y2
, x2+y2 ≠0

0, x2+y2=

ì

î

í

ïï

ïï 0
,求f(x,y)的偏导数.

解 当x2+y2 ≠0时,

fx(x,y)=y(x2+y2)-2x·xy
(x2+y2)2 =y(y2-x2)

(x2+y2)2
,

fy(x,y)=x(x2+y2)-2y·xy
(x2+y2)2 =x(x2-y2)

(x2+y2)2
.

当x2+y2=0时,按定义可知

fx(0,0)=lim
Δx→0

f(Δx,0)-f(0,0)
Δx =lim

Δx→0

0
Δx=0,

fy(0,0)=lim
Δy→0

f(0,Δy)-f(0,0)
Δy =lim

Δy→0

0
Δy=0,

所以

fx(x,y)=
y(y2-x2)
(x2+y2)2

, x2+y2 ≠0

0, x2+y2=

ì

î

í

ïï

ïï 0
,

fy(x,y)=
x(x2-y2)
(x2+y2)2

, x2+y2 ≠0

0, x2+y2=

ì

î

í

ïï

ïï 0
.

6.6.3 偏导数的几何意义

二元函数z=f(x,y)在点 (x0,y0)的偏导数有下述几何意义:
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图6-65

设M0(x0,y0,f(x0,y0))为曲面z=f(x,y)上的一点,

过M0作平面y=y0,截此曲面得一曲线,此曲线在平面y=

y0 上的方程为z=f(x,y0),则导数 d
dxf

(x,y0)
x=x0

,也就

是偏导数fx(x0,y0),就是曲线在点M0 处的切线 M0Tx 对

x轴正向的斜率(如图6-65所示).同样,偏导数fy(x0,y0)

的几何意义是曲面被平面x=x0所截得的曲线z=f(x0,y)

在点M0 处的切线M0Ty 对y 轴正向的斜率.

6.6.4 偏导数存在与连续的关系

如果一元函数在某点具有导数,则它在该点必定连续,

但连续不一定可导.对于多元函数来说,偏导数存在与连续之间却没有像一元函数那样的必然

结果.以二元函数z=f(x,y)为例,即使在点(x0,y0)处,偏导数fx(x0,y0)及fy(x0,y0)都

存在,也不能得到z=f(x,y)在 (x0,y0)处连续.这是因为fx(x0,y0)存在,只能保证点

P(x,y)沿着平行于坐标轴的方向趋于P0(x0,y0)时,函数值f(P)趋于f(P0),但不能保证

点P 按任何方式趋于P0 时,函数值f(P)都趋于f(P0).

例如,二元函数f(x,y)=
xy

x2+y2
, x2+y2 ≠0

0, x2+y2=

ì

î

í

ïï

ïï 0
,由本节例8可知它在点 (0,0)处的偏

导数存在.从前面6.5节的例6可知这个函数在点 (0,0)不连续.这说明多元函数的连续与偏

导数是否存在没有必然联系.

例9 验证函数f(x,y)= x2+y2 在点 (0,0)处连续,但两个偏导数却不存在.

解 由于 lim
(x,y)→(0,0)

f(x,y)= lim
(x,y)→(0,0)

x2+y2=0=f(0,0)知f(x,y)在点(0,0)处连续,

又因为

fx(0,0)=lim
Δx→0

f(0+Δx,0)-f(0,0)
Δx

=lim
Δx→0

(0+Δx)2+0-0
Δx

=lim
Δx→0

|Δx|
Δx

,

由于极限lim
Δx→0

|Δx|
Δx

不存在,从而偏导数fx(0,0)不存在,同样可得偏导数fy(0,0)也不存在.

6.6.5 高阶偏导数

设函数z=f(x,y)在区域D 内具有偏导数

∂z
∂x=fx(x,y),∂z∂y=fy(x,y),
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那么在D 内偏导函数fx(x,y)、fy(x,y)仍然都是x,y的函数.如果这两个函数的偏导数也存

在,即偏导数 (fx)x,(fx)y,(fy)x,(fy)y 都存在,则称这些偏导数是函数z=f(x,y)的二阶偏

导数.按照对自变量求导次序的不同有下列四个二阶偏导数:

(fx)x =∂∂x
∂z
∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

x =∂
2z
∂x2=fxx(x,y),(fx)y =∂∂y

∂z
∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

x =∂
2z

∂x∂y=fxy(x,y),

(fy)x =∂∂x
∂z
∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

y =∂
2z

∂y∂x=fyx(x,y),(fy)y =∂∂y
∂z
∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

y =∂
2z
∂y2=fyy(x,y).

其中第二、三个偏导数称为混合偏导数.

记号fxy (或 ∂2z
∂x∂y

)表示首先对函数z=f(x,y)关于x 求偏导数,对得到的偏导数

fx(x,y)再关于y求偏导数,而fyx (或 ∂2z
∂y∂x

)的计算顺序恰好相反.

类似的,对得到的二阶偏导数fxx(x,y),fxy(x,y),fyx(x,y),fyy(x,y)关于x或y 再求偏

导数,得到的偏导数就称为三阶偏导数.以此类推,可以得到四阶,五阶,…,以及n阶偏导数.
二阶及二阶以上的偏导数统称为高阶偏导数.

例10 设z=4x3+3x2y-3xy2-x+y,求∂
2z
∂x2

、∂
2z
∂y2

、∂
2z

∂x∂y
、∂

2z
∂y∂x

及∂
3z
∂x3.

解 ∂z
∂x=12x2+6xy-3y2-1,∂z∂y=3x2-6xy+1,

∂2z
∂x2=∂∂x

(12x2+6xy-3y2-1)=24x+6y,∂
2z
∂y2=∂∂y

(3x2-6xy+1)=-6x,

∂2z
∂x∂y=∂∂y

(12x2+6xy-3y2-1)=6x-6y,∂
2z

∂y∂x=∂∂x
(3x2-6xy+1)=6x-6y,

∂3z
∂x3==∂∂x

(24x+6y)=24.

例11 求z=xln(x+y)的二阶偏导数.

解 ∂z
∂x=ln(x+y)+ x

x+y
,∂z
∂y= x

x+y
,

∂2z
∂x2= 1

x+y+x+y-x
(x+y)2 = x+2y

(x+y)2
,∂

2z
∂y2= -x

(x+y)2
,

∂2z
∂x∂y= 1

x+y+ -x
(x+y)2= y

(x+y)2
,∂

2z
∂y∂x=

(x+y)-x
(x+y)2 = y

(x+y)2
.

上两例中两个二阶混合偏导数相等,即 ∂2z
∂y∂x= ∂

2z
∂x∂y

,这不是偶然的.事实上,有下述

定理.

定理1 如果函数z=f(x,y)的两个二阶混合偏导数 ∂2z
∂y∂x

及 ∂2z
∂x∂y

在区域D 内连续,那

么在该区域内这两个二阶混合偏导数必相等.
换句话说,二阶混合偏导数在连续的条件下与求导的次序无关.这给混合偏导数的计算带

来了方便.同样高阶混合偏导数在偏导数连续的条件下也与求导的次序无关.
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例12 设z=xe
y
x,求∂

2z
∂x2

、∂
2z

∂x∂y
、∂

2z
∂y∂x

、∂
2z
∂y2

及 ∂3z
∂x2∂y

.

解 ∂z
∂x=e

y
x +xe

y
x -y

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 = 1-yæ

è
ç

ö

ø
÷

x e
y
x, ∂z∂y=xe

y
x·1

x =e
y
x,

∂2z
∂x2=y

x2e
y
x + 1-yæ

è
ç

ö

ø
÷

x e
y
x· -y

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 =y2
x3e

y
x,

∂2z
∂x∂y

= -1xe
y
x + 1-yæ

è
ç

ö

ø
÷

x e
y
x·1

x =-y
x2e

y
x,

∂2z
∂y∂x

= -y
x2e

y
x,∂

2z
∂y2

= 1xe
y
x,

∂3z
∂x2∂y

=2yx3e
y
x +y2

x3e
y
x·1

x =2xy+y2
x4 e

y
x .

例13 证明函数r= x2+y2+z2 满足方程

∂2r
∂x2 +

∂2r
∂y2

+∂
2r
∂z2 =

2
r.

证明 因为 ∂r
∂x=

1
2r
·2x=x

r
,

∂2r
∂x2 =

r-x∂r∂x
r2 =

r-x2
r

r2 =r2-x2
r3 .

由于函数关于自变量的对称性,所以

∂2r
∂y2

=r2-y2
r3

,∂
2r
∂z2 =

r2-z2
r3 .

因此

∂2r
∂x2 +

∂2r
∂y2

+∂
2r
∂z2 =

3r2-(x2+y2+z2)
r3 = 2r.

6.6.6* 偏导数在经济分析中的应用

一元函数的微分学中引入的边际和弹性的概念,分别表示经济函数在一点的变化率和相

对变化率,这些概念也可以推广到多元函数中去,并有着丰富的经济含义.

1.边际分析

多元函数的偏导数在经济上表示边际经济量,边际经济量的经济意义是:当其中一个经济

量变化一个单位时(其他经济量保持不变)总经济量的变化量.在经济分析中,对于不同的经济

函数,边际函数被赋予不同的名称.例如,某工厂生产A,B两种产品,当A,B产品的产量分

别为x和y 个单位时,总成本函数为C=f(x,y).这时偏导数∂C
∂x

称为关于A产品的边际成

本,它是B产品的产量固定时,总成本C关于x 的边际成本,其经济意义是:当B产品的产量

固定在y处,A产品的产量在x的基础上再生产一个单位时成本大约增加∂C
∂x.
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例14 某工厂生产甲、乙两种产品,当两种产品的产量分别为x,y(单位:kg)时,总成本

(单位:元)为C(x,y)=3x2+2xy+5y2+10,求当x=8,y=8时,两种产品的生产边际成本.

解 ∂C
∂x x=8

y=8
=(6x+2y)x=8

y=8
=64,

∂C
∂y x=8

y=8
=(2x+10y)x=8

y=8
=96.

此结果表明,当乙产品产量不变而甲产品产量再增加1kg时,总成本近似增加64元;当

甲产品产量不变而乙产品产量再增加1kg时,总成本近似增加96元.

2.弹性分析

设某产品的需求量为

Q=Q(P,Y),

其中P 为该产品的价格,Y 为消费者收入.
记需求量Q 对于价格P 、消费者收入Y 的偏改变量分别为

ΔPQ=Q(P+ΔP,Y)-Q(P,Y), ΔYQ=Q(P,Y+ΔY)-Q(P,Y),

易见,ΔPQ
ΔP

表示Q 在价格由P 变到P+ΔP 时的平均变化率.而

∂Q
∂P=lim

ΔP→0

ΔPQ
ΔP

表示当价格为P,消费者收入为Y 时,Q 对于P 的变化率,称

EP =lim
ΔP→0

ΔPQ/Q
ΔP/P =∂Q∂P

·P
Q

为需求Q 对价格P 的偏弹性.

同理,ΔYQ
ΔY

表示Q 在消费收入由Y 变到Y+ΔY 时的平均变化率.而

∂Q
∂Y=lim

ΔY→0

ΔYQ
ΔY

表示当价格为P,消费者收入为Y 时,Q 对于Y 的变化率,称

EY =lim
ΔY→0

ΔYQ/Q
ΔY/Y =∂Q∂Y

·Y
Q

为需求Q 对收入Y 的偏弹性.
一个商品的需求量Q 不仅与该商品的价格和消费者的收入有关,有时还和另外一种商品

的价格有关,所以商品的需求量Q 是一个多元函数.
例如,已知需求函数Q=a-bP1+cP2+dY,其中Q为商品的需求量,P1表示该商品的价

格,P2 表示另一相关商品的价格,Y 表示收入,a,b,c,d为常数,则需求对收入Y 的偏弹性为

EY =∂Q∂Y
·Y
Q.

它表示当所有其它变量保持不变时,收入的一个小单位的变化率所引起的该商品需求量的变

化率.
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需求对价格P1 的偏弹性为EP1=
∂Q
∂P1

·P1

Q
,称EP1

为需求的直接价格偏弹性,它表示商品

对自身价格变化所产生的反应.需求对价格P2的偏弹性为EP2=
∂Q
∂P2
·P2

Q
,称EP2

为需求的交

叉价格偏弹性,它表示当所有其它变量保持不变时,商品的需求量对另一种商品价格的变化所

作出的反应.不同的交叉价格偏弹性,能反应两种商品间的相关性.
当EP2 >0时,两种商品为互相替代(竞争)的商品.这时,P2 增加将引起需求量Q 的增

加.譬如,夏天时的西瓜和冷饮就是互相替代的商品.当西瓜的价格和消费者收入不变时,冷

饮价格的增加将引起西瓜需求量的增加.
当EP2 <0时,两种商品是互相补充的商品.这时,P2 增加将引起需求量Q 的减少.例

如,汽车和汽油就是互相补充的两种商品,当汽车的价格和消费者收入不变时,汽油价格的增

加将导致开车费用增加,从而将引起汽车需求量的减少.
当EP2 =0时,认为两种商品是互相独立的商品.
例15 设某商品的需求函数为

Q=10P1
-23P2

-14Y
1
3,

其中P1 是该商品的价格,P2 是相关商品的价格,Y 是消费者收入,求该商品的直接价格偏弹

性、交叉价格偏弹性及收入偏弹性.
解 需求的直接价格偏弹性为

EP1 =∂Q∂P1
·P1

Q = -æ

è
ç

ö

ø
÷

2
3
·10P1

-53P2
-14Y

1
3· P1

10P1
-23P2

-14Y
1
3
=-23.

需求的交叉价格偏弹性为

EP2 =∂Q∂P2
·P2

Q = -æ

è
ç

ö

ø
÷

1
4
·10P1

-23P2
-54Y

1
3· P2

10P1
-23P2

-14Y
1
3
=-14.

需求的收入偏弹性为

EY =∂Q∂Y
·Y
Q = æ

è
ç

ö

ø
÷

1
3
·10P1

-23P2
-14Y

2
3· Y
10P1

-23P2
-14Y

1
3
=13.

针对需求的收入偏弹性分析如下:由于EY =13<1
,说明该商品是缺乏收入弹性的,对于

给定的收入水平增长的百分比,该商品的需求会低于该比例的增长,这样,随着经济的扩张,
该商品的相对市场占有率会下降,该商品的市场潜力的增长是有限的.

【知识与能力拓展】

1.复习用 Mathematica软件计算一元函数导数的指令.
2.学习用 Mathematica软件计算多元函数偏导数的指令.
3.上机演练:

(1)计算函数z=x3y-y3x的偏导数∂z
∂x
,∂z
∂y
;

(2)计算函数z=xln(xy)的各个二阶偏导数.
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【学习效果评估】

(A)

1.求下列函数的偏导数:

(1)z=x3y-y3x;         (2)z= xy
x-y

;

(3)z=2xy; (4)z=siny
x
;

(5)u= 1
x2+y2+z2

; (6)u=x
y
z .

2.曲线
z=x2+y2

4
y={ 4

在点 (2,4,5)处的切线对于x轴的倾角是多少?

3.求下列函数的二阶偏导数:
(1)z=x4+y4-4x2y2; (2)z=yx;
(3)z=ysinxy+x2; (4)z=ln(x2+xy+y2).

(B)

1.设z=x8ey,求∂z
∂x
,∂

2z
∂x2

及∂z
∂y

.

2.设z=xln(xy),求 ∂3z
∂x2∂y

及 ∂3z
∂x∂y2

.

3.设f(x,y,z)=xy2+yz2+zx2,求fxx(0,0,1),fxz(1,0,2),fyz(0,-1,0),fzzx(2,0,1).

4.设f(x,y)=
xyx2-y2

x2+y2
, x2+y2 ≠0

0, x2+y2=

ì

î

í
ïï

ïï 0
,求fxy(0,0),fyx(0,0).

(C)

1.某小型印刷企业共有N 个工人,其设备价值为V(以10万元为单位),每天的产量为P
(以千页为单位).假设该公司的生产函数为P=f(N,V)=2N0.6V0.4.

(1)如果该企业拥有100名工人和价值200个单位的设备,请问该公司的产量为多少?
(2)求出fN(100,200)和fV(100,200).并用产量来解释你的答案.
2.设两种产品产量Q1 和Q2 的联合成本函数为

C=C(Q)=15+2Q2
1+Q1Q2+5Q2

2.
(1)求成本C关于Q1 和Q2 的边际成本.
(2)当Q1=3,Q2=6时,求出边际成本的值,并作出经济解释.
3.在注射某种抗生素后,血液中的细菌浓度C(百万个/毫升)为注射剂量x(以克为单位)

和注射时间t(以小时为单位)的函数.假设有C=f(x,t)=te-xt,求出fx(1,2)和ft(1,2)的

值,并解释它们的实际意义.
4.反映人的表面积s(m2)与体重w(kg)和身高h(cm)之间的关系的DuBois公式为s=

f(w,h)=0.01w0.25h0.75.求出f(65,160),fw(65,160)和fh(65,160).并用人的表面积、身高

和体重进行解释.
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6.7 全微分

  本节主要介绍全微分概念及计算、多元函数可微、偏导数存在与连续的关系、利用全微分进

行近似计算等.

【知识目标】

理解全微分的概念;会计算函数全微分;理解多元函数可微、可导与连续的关系.

【能力目标】

运用全微分进行近似计算.

【案例引入】

引例 设有一个矩形金属片,其边长分别为x,y,由于受热,边长分别增加了Δx,Δy,试

求金属片面积的改变量.
如图6-66所示,若矩形金属片的面积用S表示,则受热前的金属片面积为:

S=xy.
受热后的金属片面积的改变量为

图6-66

ΔS= x+Δ( )x y+Δ( )y -xy=yΔx+xΔy+ΔxΔy.
由图6-66知,ΔS是由yΔx+xΔy(图6-66中的斜线阴

影部分)和ΔxΔy(图6-66中的右上角网格阴影表示的小矩

形)两部分面积组成,当Δx,Δy很小时,就有

ΔS≈yΔx+xΔy,

与一元函数类似,称yΔx+xΔy为面积S 的全微分.

【知识正文】

6.7.1 全微分的概念

1.全微分的定义

二元函数对某个自变量的偏导数表示当另一个自变量固定时,因变量相对于该自变量的

变化率,根据一元函数微分学中增量与微分的关系,可得

f(x+Δx,y)-f(x,y)≈fx(x,y)Δx,

f(x,y+Δy)-f(x,y)≈fy(x,y)Δy.
上面两式的左端分别叫做二元函数z=f(x,y)对x和对y 的偏增量,而右端分别叫做二

元函数z=f(x,y)对x和对y 的偏微分.
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在实际问题中,有时需要研究多元函数中各个自变量都取得增量时因变量所获得的增量,

即所谓全增量的问题,下面以二元函数为例进行讨论.
设函数z=f(x,y)在点P(x,y)的某一邻域内有定义,并设P1(x+Δx,y+Δy)为邻域内

的任意一点,则称这两点的函数值之差f(x+Δx,y+Δy)-f(x,y)为函数在点P 对应于自变

量增量Δx,Δy的全增量,记作Δz,即

Δz=f(x+Δx,y+Δy)-f(x,y).
一般说来,计算全增量Δz比较复杂.与一元函数的情形一样,用自变量的增量Δx,Δy的

线性函数来近似的代替函数的全增量Δz,从而引入如下定义.

定义1 如果函数z=f(x,y)在点P(x,y)的全增量

Δz=f(x+Δx,y+Δy)-f(x,y)

可表示为

Δz=AΔx+BΔy+o(ρ),

其中A 、B不依赖于Δx、Δy而仅与x、y有关,ρ= (Δx)2+(Δy)2,则称函数z=f(x,y)在

点P(x,y)可微分,而AΔx+BΔy称为函数z=f(x,y)在点P(x,y)的全微分,记作dz,即

dz=AΔx+BΔy.

如果函数在区域D 内各点处都可微,那么称这函数在D 内可微.

由上述全微分的定义可以看出,函数f(x,y)在点 (x,y)处的全微分是关于Δx,Δy的线

性函数,且当ρ→0时,Δz-dz=o(ρ),因此,全微分dz是全增量Δz的线性主部.故当ρ很小

时,Δz≈dz.

2.全微分存在的条件

下面讨论函数u在点P(x,y)可微分的条件.

定理1(必要条件) 如果函数z=f(x,y)在点P(x,y)可微分,则该函数在点P(x,y)的

偏导数∂z
∂x

、∂z
∂y

必定存在,且函数z=f(x,y)在点P(x,y)的全微分为

dz=∂z∂xΔx+
∂z
∂y
Δy.

证明 设函数z=f(x,y)在点P(x,y)可微分.于是,对于点P 的某个邻域的任意一点

P1(x+Δx,y+Δy),恒有

Δz=AΔx+BΔy+o(ρ).
特别当Δy=0时上式仍成立,这时ρ=|Δx|,从而有

f(x+Δx,y)-f(x,y)=A·Δx+o(|Δx|).

上式两边各除以Δx,再令Δx→0,并取极限,即得

lim
Δx→0

f(x+Δx,y)-f(x,y)
Δx =A,
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从而偏导数∂z
∂x

存在,且等于A.同样可证∂z
∂y
=B.故定理得证.

一元函数在某点的导数存在是微分存在的充分必要条件.但对于多元函数来说,情形就不

同了.当函数的各偏导数都存在时,虽然能形式地写出∂z
∂xΔx+

∂z
∂y
Δy,但它与Δz之差并不

一定是较ρ高阶的无穷小,因此它不一定是函数的全微分.换句话说,各偏导数的存在只是全

微分存在的必要条件,而不是充分条件.例如,函数

z=f(x,y)=
xy

x2+y2
, x2+y2 ≠0

0, x2+y2=

ì

î

í

ï
ï

ïï 0

在点P(0,0)处有fx(0,0)=0及fy(0,0)=0,所以

Δz-[fx(0,0)·Δx+fy(0,0)·Δy]= Δx·Δy
(Δx)2+(Δy)2

.

如果考虑点P1(x+Δx,y+Δy)沿着直线y=x趋于P(0,0),则

Δx·Δy
(Δx)2+(Δy)2

ρ
= Δx·Δy
(Δx)2+(Δy)2

= Δx·Δx
(Δx)2+(Δx)2

= 12
,

它不能随ρ→0而趋于0,这表示ρ→0时,

Δz-[fx(0,0)·Δx+fy(0,0)·Δy]

并不是较ρ高阶的无穷小,因此函数在点P(0,0)处的全微分并不存在,即函数在点P(0,0)

处是不可微的.

由定理1及这个例子可知,偏导数存在是可微分的必要条件而不是充分条件.但是,如果

函数的各个偏导数连续,则一定有函数是可微分的,下面不加证明地给出全微分存在的充分

条件.

定理2(充分条件) 如果函数z=f(x,y)的偏导数∂z
∂x

、∂z
∂y

在点P(x,y)连续,则函数在

该点可微.

以上关于二元函数全微分的定义及微分存在的必要条件和充分条件,可以完全类似地推

广到三元和三元以上的多元函数.

与一元函数类似,自变量x,y的增量Δx和Δy常写成dx与dy,并分别称为自变量x,y的

微分,于是函数z=f(x,y)的全微分可写为

dz=Adx+Bdy.

通常把二元函数的全微分等于它的两个偏微分之和这件事称为二元函数的微分符合叠加

原理.

叠加原理也适用于二元以上的函数的情形.例如,如果三元函数u=φ(x,y,z)可微,那么
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它的全微分就等于它的三个偏微分之和,即

du=∂u∂xdx+
∂u
∂y
dy+∂u∂zdz.

例1 计算函数z=xy+y2 的全微分.

解 因为 ∂z
∂x=y,∂z∂y

=x+2y,

所以 dz=ydx+ (x+2y)dy.

例2 计算函数z=4xy3+5x2y6 的全微分.

解 因为    ∂z∂x=4y
3+10xy6,∂z

∂y
=12xy2+30x2y5,

所以 dz=(4y3+10xy6)dx+(12xy2+30x2y5)dy.

例3 计算函数u=x+siny
2+eyz 的全微分.

解 因为 ∂u
∂x=1

,∂u
∂y
= 12cos

y
2 +zeyz,∂u∂z=yeyz,

所以 du=dx+(12cos
y
2 +zeyz )dy+yeyzdz.

例4 计算函数z=exy 在点 (2,1)处的全微分.

解 因为 ∂z
∂x=ye

xy,∂z
∂y
=xexy

∂z
∂x x=2

y=1
=e2, ∂z∂y x=2

y=1
=2e2,

所以        dz=e2dx+2e2dy.

图6-67

6.7.2 多元函数可微、偏导数存在与连续的关系

前面已指出,多元函数在某点连续与偏导数存在没有必然的关系,即函数在某点连续不能

保证它在该点有偏导数,同样即使函数在某点的各偏导数都存在,它在该点也不一定连续.

连续与可微的关系:因为连续不能保证有偏导数,从而就不一定可微了.反之,不加证明

地给出,若函数在某点可微,则它在该点一定连续.

可微与偏导数之间的关系:由定理1可知,可微函数

的偏导数一定存在.反之,偏导数存在不一定可微,而只

有偏导数存在并且连续的情况下才能保证函数可微.

综上所述,多元函数在一点连续与偏导数存在都是函

数在该点可微的必要条件;函数在一点连续与偏导数存在

没有蕴含关系;偏导数在一点连续是函数在该点可微的充

分条件.上述结论可用图6-67来表示:
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6.7.3 全微分的几何意义

1.曲面的切平面

设函数z=f(x,y)的图形为曲面S,f的一阶偏导数连续,且点P(x0,y0,z0)是曲面S上

的一点.由偏导数的几何意义,设曲线C1和C2分别是平面y=y0和x=x0与曲面S的交线,则
点P既在曲线C1上,又在曲线C2上.设T1是过点P的曲线C1的切线,T2是过点P的曲线C2

的切线,则曲面S上点P 处的切平面就是由切线T1 和T2 确定的平面(如图6-68所示).

图6-68

在本章6.9节中,我们将会看到,对曲面S上过点

P 的任意一条曲线C 来说,它的过点P 的切线T 都将

位于曲面S 上过点P 的切平面内.换句话说,就是曲

面S过点P 的切平面包含了所有S上过点P 的曲线C
的切线T.这就是说,切平面是点P 附近与曲面S 最

接近的平面.
由附 录 A2 关 于 平 面 的 知 识 可 得,任 何 过 点

P(x0,y0,z0)的平面可由下述方程确定:

A(x-x0)+B(y-y0)+C(z-z0)=0.
方程两端同除以C,并记a=-A/C,b=-B/C,

该平面有如下形式:

z-z0=a(x-x0)+b(y-y0).
若上述平面是曲面S的过点P 的切平面,则该平面与平面y=y0的交线必将是切线T1.在

切平面方程中设y=y0,得T1 的方程为

z-z0=a(x-x0)

y=y{
0

.

我们看到上述方程是一个以a为斜率的直线(直线的点斜式),由偏导数的几何意义马上可

以得到T1 的斜率为fx(x0,y0),故有a=fx(x0,y0).

类似地,在切平面方程中令x=x0 可得到 T2 的方程为
z-z0=b(y-y0)

x=x{
0

,且有b=

fy(x0,y0).

图6-69

设函数z=f(x,y)有连续的偏导数,则曲面z=f(x,y)过点P(x0,y0,z0)的切平面的方

程如下:

z-z0=fx(x0,y0)(x-x0)+fy(x0,y0)(y-y0).

2.全微分的几何意义

对一元函数y=f(x)来说,我们定义dx为一个独立的变

量,它可以取任意实数,而将函数的微分定义为:dy=f′(x)dx.
图6-69展示了一元函数微分的几何意义,从图中可以看出函数

增量Δy 和微分dy 之间的关系:当自变量x 有一个改变量
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dx=Δx时,Δy表示曲线y=f(x)改变的高度,而dy表示切线改变的高度.
对于二元函数z=f(x,y),微分dx和dy仍然定义为独立的变量,即它们可取任何值.这

样函数微分dz(也称为全微分)为

dz=fx(x,y)dx+fy(x,y)dy=∂z∂xdx+∂z∂y
dy.

在上式微分定义中,如果取dx=Δx=x-a,dy=Δy=y-b,则函数z的全微分为

dz=fx(a,b)(x-a)+fy(a,b)(y-b).

图6-70

图6-70展示了二元函数z=f(x,y)全微分

的几何意义,从图中可以看出全微分dz和全增

量Δz的关系:当 (x,y)从 (a,b)变化到 (a+
Δx,b+Δy)时,dz表示切平面的变化高度,而

Δz表示曲面的变化高度.
从上面的对比分析可以看到,一元函数微分

及二元函数全微分的几何意义可通俗地理解为:
对一元函数y=f(x),在点x0 的充分小的领域

内可以用切线代替相应的曲线.对二元函数z=
f(x,y)在某点 (a,b)的充分小的邻域内,可以

用切平面近似代替相应的曲面.

6.7.4 全微分在近似计算中的应用

根据函数微分定义,当函数z=fx,( )y 在点 x,( )y 处可微时,函数的全增量与全微分之

差为高阶无穷小,因此可以用全微分进行近似计算,其公式为

fx+Δx,y+Δ( )y ≈fx,( )y +fx x,( )y Δx+fy x,( )y Δy.
例5 用全微分计算 2.( )02 0.96 的近似值.
解 2.( )02 0.96 是函数fx,( )y =xy 在点 2.02,0.( )96 处的函数值,令

x=2,Δx=0.02,y=1,Δy=-0.04,
因为

∂f
∂x=yxy-1,∂f

∂y=xylnx,

可得      f2,( )1 =2,fx 2,( )1 =1,fy 2,( )1 =2ln2,
因此有

2.( )02 0.96 ≈f2,( )1 +fx 2,( )1 Δx+fy 2,( )1 Δy
=2+1×0.02+2ln2× -0.( )04 ≈1.9646.

例6 计算 (1.02)3+(1.97)3 的近似值.

解 设f(x,y)= x3+y3.取x=1,y=2,Δx=0.02,Δy=-0.03,由近似计算公式,有

  (1.02)3+(1.97)3 =f(x+Δx,y+Δy)

≈fx,( )y +fx x,( )y Δx+fy x,( )y Δy
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= x3+y3 + 3x2

2 x3+y3
Δx+ 3y2

2 x3+y3
Δy

=3+12×0.02+2×(-0.03)=2.95.

例7 有一圆柱体,受压后发生形变,它的半径由20cm增大到20.05cm,高度由100cm减

少到99cm.求此圆柱体体积变化的近似值.
解 设圆柱体的半径、高和体积依次为r,h和V ,则有

V=πr2h.
由r=20,h=100,Dr=0.05,Dh=-1.有

DV ≈dV=VrDr+VhDh=2prhDr+pr2Dh
=2p×20×100×0 .05+p×202× (-1)=-200p(cm3).

即此圆柱体在受压后体积约减少了200pcm3.

【知识与能力拓展】

1.学习 Mathematica中求多元函数全微分的指令.
2.复习 Mathematica中计算实数x近似值的指令N(x,n).
3.上机演练,求下列函数的全微分:

(1)z=ln(x+ x2+y2);    (2)z=ln(2x+y3)在点(1,2)处.
4.用 Mathematica软件计算例5和例6的结果(保留有效数字6位),并与利用全微分近

似计算的结果进行比较.

【学习效果评估】

(A)

1.求下列函数的全微分:

(1)z=xy+x
y
; (2)z=e

y
x .

2.设z=y
x
,当x=2,y=1,Δx=0.1,Δy=-0.2,求全增量Δz及全微分dz.

3.求函数z=3x2y+y
x

在点 (1,1)处的全微分.

4.求函数z=ln1+x2+y( )2 点 (1,2)处的全微分.
(B)

1.利用全微分求1.013×1.982 的近似值.
2.利用全微分求 1.( )97 1.05 的近似值 (ln2=0.693).

(C)

1.设有一个无盖的圆柱形容器壁与底的厚度分别为0.02m与0.04m,其内半径为1m,内

高为4m,求容器外壳体积的近似值.

2.造一长方体无盖铁盒,其内部的长,宽,高分别为10mm,8mm,7mm,盒子的厚度为
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0.1mm,求所用材料的体积的近似值.

6.8 多元复合函数与隐函数偏导数

  本节主要介绍多元复合函数的求导法则、全微分的形式不变性以及隐函数的求导法则等.

【知识目标】

会运用多元复合函数的求导法则和隐函数的求导法则求偏导数;记忆全微分的形式不

变性.

【能力目标】

会计算复合函数和隐函数的偏导数.

【案例引入】

引例1 点 (x,y)处的温度为T(x,y),单位为摄氏度,一只小虫爬行t秒后的位置为x=

1+t,y=2+13t
,其中x,y的单位为厘米.如果温度函数满足Tx(2,3)=4,Ty(2,3)=3.求

小虫爬行3秒后,温度上升的速率为多少?

图6-71

在此问题中温度是x,y的函数,而x,y是t的函数,有如图6-71
所示的复合关系.要求温度T 对自变量t的导数,需要通过中间变量

x,y才能到达自变量t.相对于一元函数的复合,此问题的中间变量

是两个,这就是多元复合函数的求导问题.
引例2 在一元函数中,由y=f(u),u=φ(x)复合而成的复合函数y=f[φ(x)]的求导公

式为

dy
dx=dydu

·du
dx.

那么对于由二元函数z=f(u,v),u=φ(x,y),v=ψ(x,y)复合而成的二元复合函数z=

f[φ(x,y),ψ(x,y)]如何来求关于x和y 的偏导数呢? 比如:函数z=eusinv,其中u=xy,v=

x+y,如何求偏导数∂z
∂x

和∂z
∂y
?

对于一元复合函数,从上述求导法则可以看出,因变量对自变量求导,要首先通过中间变

量才能到达自变量,即中间变量是不能逾越的求导过程.
二元函数求偏导数,实质上也是一元函数求导的过程,因此,二元复合函数也有类似的求

导公式.本节中将按照多元复合函数不同的层次结构分别进行讨论它们的求导法则.
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62   高等数学(下册)

【知识正文】

6.8.1 多元复合函数的求导法则

1.全导数公式

定理1 如果函数u=φ(t)及v=ψ(t)都在点t可导,函数z=f(u,v)在对应点 (u,v)具有

连续偏导数,则复合函数z=f[φ(t),ψ(t)]在点t可导,且其导数可用下列公式计算:

dz
dt=

∂z
∂u
du
dt+

∂z
∂v
dv
dt. (6-2)

用同样的方法,可把定理1推广到复合函数的中间变量多于两个的情形.例如,由z=
f(u,v,w),u=φ(t),v=ψ(t),w=ω(t)复合而得复合函数

z=f[φ(t),ψ(t),ω(t)],
则在与定理1相类似的条件下,这个复合函数在点t可导,且其导数可用下列公式计算

dz
dt=

∂z
∂u
du
dt+

∂z
∂v
dv
dt+

∂z
∂w
dw
dt. (6-3)

在公式(6-2)及(6-3)中的导数dz
dt

称为全导数.

注 全导数公式并不需要特殊记忆,只要掌握复合函数的构造层次便抓住了公式的特征.
显然,公式(6-2)中的复合函数的构造层次可用图6-72表示,公式(6-3)可用图6-73表示.

图6-72

  
图6-73

例1 设z=eu-3v,而u=sint,v=t2,求dz
dt.

解 因为       ∂z
∂u=eu-3v,∂z∂v=-3eu-3v,

du
dt=cost,dvdt=2t.

由全导数公式,有

dz
dt=

∂z
∂u
du
dt+

∂z
∂v
dv
dt=e

u-3v·cost-3eu-3v·2t

=esint-3t
2(cost-6t).

例2 设z=u2v,而u=cost,v=sint,求dz
dt.

解 由于u,v都是t的一元函数,所以z是t的一元函数.
dz
dt=∂z∂u

du
dt+∂z∂v

dv
dt=2uv -sin( )t +u2cost

=-2sin2tcost+cos3t.
当然,该题还可转化为关于自变量t的一元函数直接求导.

dz
dt= cos2tsin( )t′=-2sin2tcost+cos3t.
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例3 设z=x2+ y,y=sinx,求全导数dz
dx

解 dzdx=∂z∂x+∂z∂y
·dy
dx=2x+ 1

2y
cosx=2x+ cosx

2 sinx
.

例4 设z=uv+sint,而u=et,v=cost.求全导数dz
dt.

解 dzdt=∂z∂u
du
dt+

∂z
∂v
dv
dt+

∂z
∂t=vet-usint+cost

=etcost-etsint+cost=et(cost-sint)+cost.

2.偏导数公式

定理2 设函数z=f(u,v),u=φ(x,y),v=ψ(x,y)都在点 (x,y)处具有对x及对y的偏

导数,函数z=f(u,v)在对应点 (u,v)处具有连续偏导数,则复合函数

z=f[φ(x,y),ψ(x,y)] (6-4)
在点 (x,y)处的偏导数存在,且有偏导数公式:

∂z
∂x=∂z∂u

∂u
∂x+

∂z
∂v
∂v
∂x
, (6-5)

∂z
∂y
=∂z∂u

∂u
∂y
+∂z∂v

∂v
∂y

. (6-6)

图6-74

对上述公式中的复合函数来说,其变量间的相互依赖关系可用

图6-74表示.

事实上,这里求偏导数∂z
∂x

时,将y看作常量,因此中间变量u

及v 仍可看作一元函数讨论.因此,属于前面已经讨论过的情形,只是导数的记号要作相应的

转换:由于复合函数(6-4)以及u=φ(x,y)和v=ψ(x,y)都是x、y的二元函数,所以应把(6-2)
式中的d改为∂,再把t换成x,这样便由(6-2)式得到(6-5)式.同理由(6-2)式可得到(6-6)式.

类似的,设u=φ(x,y)、v=ψ(x,y)及w=ω(x,y)都在点(x,y)具有对x及对y 的偏导

数,函数z=f(u,v,w)在对应点 (u,v,w)具有连续偏导数,则复合函数

z=f[φ(x,y),ψ(x,y),ω(x,y)]
在点 (x,y)的两个偏导数都存在,且可用下列公式计算:

∂z
∂x=

∂z
∂u
∂u
∂x+

∂z
∂v
∂v
∂x+

∂z
∂w
∂w
∂x
, (6-7)

∂z
∂y
=∂z∂u

∂u
∂y
+∂z∂v

∂v
∂y
+∂z∂w

∂w
∂y

. (6-8)

如果z=f(u,v,w)具有连续偏导数,而u=φ(x,y)具有偏导数,则复合函数

z=f[φ(x,y),x,y], (6-9)
可看作上述情形中当v=x,w=y的特殊情形,因此

∂v
∂x=1

, ∂w∂x =0
,

∂v
∂y
=0, ∂w∂y

=1,

从而复合函数(6-9)具有对自变量x及y 的偏导数,且由公式(6-7)及(6-8)得
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∂z
∂x=

∂f
∂u
∂u
∂x+

∂f
∂x
,

∂z
∂y
=∂f∂u

∂u
∂y
+∂f∂y

.

注意 这里∂z
∂x

与∂f
∂x

是不同的,∂z
∂x

是把复合函数(6-9)中的y看作不变而对x 的偏导数,

∂f
∂x

是把f(u,x,y)中的u及y 看作不变而对x 的偏导数.∂z∂y
与∂f
∂y

也有类似的区别.

例5 求解本节引例2中,函数z=eusinv(其中u=xy,v=x+y)的偏导数∂z
∂x

和∂z
∂y

.

解 ∂z∂x=
∂z
∂u
∂u
∂x+

∂z
∂v
∂v
∂x=e

usinv·y+eucosv·1=exy[ysin(x+y)+cos(x+y)],

∂z
∂y
=∂z∂u

∂u
∂y
+∂z∂v

∂v
∂y
=eusinv·x+eucosv·1=exy[xsin(x+y)+cos(x+y)].

例6 设u=f(x,y,z)=ex
2+y+z2,而z=x2siny,求∂u∂x

和∂u
∂y

.

解 ∂u∂x=
∂f
∂x+

∂f
∂z
∂z
∂x=2xe

x2+y+z2 +2zex
2+y+z2·2xsiny

=2x(1+2x2sin2y)ex
2+y+x4sin2y,

  ∂u∂y
=∂f∂y

+∂f∂z
∂z
∂y
=ex

2+y+z2 +2zex
2+y+z2·x2cosy

  = (1+2x4sinycosy)ex
2+y+x4sin2y.

例7 设函数z=fx,( )u =eu +x3,其中u=x-y,求∂z
∂x
,∂z
∂y

.

解 由多元复合函数求导公式可得

∂z
∂x=∂f∂x+∂f∂u

∂u
∂x=3x2+eu =ex-y +3x2.

∂z
∂y=∂f∂u

∂u
∂y=-eu =-ex-y.

例8 设w=f(x+y+z,xyz),f具有二阶连续偏导数,求∂w
∂x

及 ∂
2w
∂x∂z.

解 令u=x+y+z,v=xyz,则w=f(u,v).为表达简便起见,引入以下记号:

f′1=∂f
(u,v)
∂u

,f″12=∂
2f(u,v)
∂u∂v

,

这里下标1表示对第一个变量u求偏导数,下标2表示对第二个变量v求偏导数,同理有f′2、

f″11、f″22 等.
因所给函数由w=f(u,v)及u=x+y+z,v=xyz复合而成,根据复合函数求导法则,有

∂w
∂x =

∂f
∂u
∂u
∂x+

∂f
∂v
∂v
∂x=f′1 +yzf′2;

∂2w
∂x∂z=

∂
∂zf′1+yzf′( )2 =∂f′1∂z +yf′2 +yz∂f

′2
∂z.
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求∂f′1
∂z

及∂f′2
∂z

时,应注意f′1 及f′2 仍旧是复合函数,根据复合函数求导法则,有

∂f′1
∂z =∂f′1∂u

∂u
∂z+

∂f′1
∂v
∂v
∂z=f″11 +xyf″12;

∂f′2
∂z =∂f′2∂u

∂u
∂z+

∂f′2
∂v
∂v
∂z=f″21 +xyf″22.

于是

∂2w
∂x∂z=f″11 +xyf″12 +yf′2 +yzf″21 +xy2zf″22

=f″11 +y(x+z)f″12 +xy2zf″22 +yf′2.

6.8.2 全微分的形式不变性

设函数z=f(u,v)具有连续偏导数,则有全微分

dz=∂z∂udu+
∂z
∂vdv.

如果u、v又是x、y的函数,即u=φ(x,y)、v=ψ(x,y),且这两个函数也具有连续偏导

数,则复合函数

z=f[φ(x,y),ψ(x,y)]
的全微分为

dz=∂z∂xdx+
∂z
∂y
dy,

其中∂z
∂x

及∂z
∂y

分别由公式(6-5)和(6-6)给出,将其带入到上式中,得

dz= ∂z
∂u
∂u
∂x+∂z∂v

∂v
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

x dx+ ∂z
∂u
∂u
∂y+∂z∂v

∂v
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

y dy

=∂z∂u
∂u
∂xdx+∂u∂y

dæ

è
ç

ö

ø
÷y +∂z∂v

∂v
∂xdx+∂v∂y

dæ

è
ç

ö

ø
÷y

=∂z∂udu+
∂z
∂vdv.

由此可见,无论z是自变量x、y的函数还是中间变量u、v的函数,它的全微分形式是一

样的,这个性质叫做全微分形式不变性.

例9 设z=eusinv而u=xy,v=x+y.利用全微分形式不变性求偏导数∂z
∂x

和∂z
∂y

.

解 dz=d(eusinv)=eusinvdu+eucosvdv,

又由于 du=d(xy)=ydx+xdy,dv=d(x+y)=dx+dy,
故

dz=(eusinv·y+eucosv)dx+(eusinv·x+eucosv)dy,

即

∂z
∂xdx+

∂z
∂y
dy=exy[ysin(x+y)+cos(x+y)]dx+exy[xsin(x+y)+cos(x+y)]dy.
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比较上式两边的dx、dy的系数,就同时得到两个偏导数∂z
∂x
、∂z
∂y
,它们同本节例5的结果

一样.

6.8.3 隐函数的求导

一元函数微分学中,已经提到了隐函数的概念,并且指出了由方程Fx,( )y =0所确定隐函

数y=f(x)的求导方法,现在利用偏导数概念深入讨论这一问题,给出隐函数存在定理及隐函

数求导公式.
隐函数存在定理1 设函数F(x,y)=0在点P(x0,y0)的某一邻域内具有连续偏导数,且

F(x0,y0)=0,Fy(x0,y0)≠0,则由方程Fx,( )y =0在点P(x0,y0)的某一邻域内能唯一确定

一个具有连续偏导数的函数y=f(x),它满足条件y0=f(x0),并有

dy
dx=-Fx

Fy
(6-10)

公式(6-10)就是隐函数的求导公式.
上述定理的证明从略.仅对公式(6-10)给出推导.
将方程Fx,( )y =0所确定的函数y=f(x)代入该方程,得

F(x,f(x))=0.
方程两端分别对x求偏导,由复合函数求导法则得

∂F
∂x+∂F∂y

·∂y
∂x=0.

由于Fy 连续,且Fy(x0,y0)≠0,故存在P(x0,y0)的一个邻域,在这个邻域内Fy ≠0,

所以

dy
dx=-Fx

Fy
.

例10 求由方程x3+y3=6xy 所确定的隐函数y=f(x)的导数.
解 设F(x,y)=x3+y3-6xy,则

Fx =3x2-6y,Fy =3y2-6x,
于是

dy
dx=-Fx

Fy
=-3x

2-6y
3y2-6x=-x2-2y

y2-2x
.

例11 求由方程ex +cosxy-y2=0所确定的隐函数y=f(x)的导数.
解 设F(x,y)=ex +cosxy-y2,则

Fx =ex -ysinxy,Fy =-(xsinxy+2y),
因此

dy
dx=-Fx

Fy
=e

x -ysinxy
xsinxy+2y

.

由二元方程Fx,( )y =0可以确定一个一元隐函数,那么由一个三元方程F(x,y,z)=0就

有可能确定一个二元隐函数,此时有下面的定理.
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隐函数存在定理2 设函数F(x,y,z)在点P(x0,y0,z0)的某一邻域内具有连续的偏导

数,且F(x0,y0,z0)=0,Fz(x0,y0,z0)≠0,则方程F(x,y,z)=0在点(x0,y0,z0)的某一邻域

内恒能唯一确定一个连续且具有连续偏导数的函数z=f(x,y),它满足条件z0=f(x0,y0),
并有

∂z
∂x=-Fx

Fz
,∂z
∂y=-Fy

Fz
. (6-11)

公式(6-11)就是二元隐函数求导公式.略去其证明,仅就公式(6-11)作如下推导.
由于       F(x,y,f(x,y))=0,

将上式两端分别对x和y 求导,应用复合函数求导法则得

Fx +Fz
∂z
∂x=0

,Fy +Fz
∂z
∂y
=0.

因为Fz 连续,且Fz(x0,y0,z0)≠0,所以存在点 (x0,y0,z0)的一个邻域,在这个邻域内

Fz ≠0,于是得

∂z
∂x=-Fx

Fz
,∂z
∂y=-Fy

Fz
.

例12 设z=f(x,y)是由方程cosz=xyz所确定的隐函数,求∂z
∂x
,∂z
∂y

.

解 设F(x,y,z)=cosz-xyz,则

Fx =-yz,Fy =-xz,Fz=-(sinz+xy),
从而有

∂z
∂x=-Fx

Fz
=- yz
sinz+xy

,∂z
∂y=-Fy

Fz
=- xz
sinz+xy

.

例13 设x2+y2+z2-4z=0,求∂
2z
∂x2.

解 设F(x,y,z)=x2+y2+z2-4z,则Fx =2x,Fz =2z-4.由二元隐函数求导公

式,得

∂z
∂x=-Fx

Fz
= x
2-z.

再一次对x求偏导数,得

∂2z
∂x2=

(2-z)+x∂z∂x
(2-z)2 =

(2-z)+x x
2-
æ

è
ç

ö

ø
÷

z
(2-z)2 =

(2-z)2+x2
(2-z)3 .

【知识与能力拓展】

1.学习用 Mathematica软件计算多元复合函数导数的指令.
2.学习用 Mathematica软件计算二元隐函数偏导数的指令序列.
3.上机演练:利用 Mathematica软件求解下列各题:

(1)设z=u2lnv,u=x
v
,v=3x-2y,求∂z

∂x
,∂z
∂y
,∂

2z
∂y2

.

(2)设函数z=f(x,y)由方程xyz=lnyz-2所确定,求∂z
∂x.
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68   高等数学(下册)

【学习效果评估】

(A)

1.设z=u2+v2,其中u=x+y,v=x-y,求∂z
∂x

和∂z
∂y

.

2.设z=u2lnv,其中u=x
y
,v=3x-2y,求∂z

∂x
和∂z
∂y

.

3.设z=ln(ex +ey),其中y=x3,求dz
dx.

4.设z=ex-2y,其中x=sint,y=t3,求dz
dt.

5.设siny+ex -xy2=0,求dy
dx.

6.设x+2y+z-2 xyz =0,求∂z
∂x

和∂z
∂y

.

7.设 x
z =lnz

y
,求∂z
∂x

和∂z
∂y

.

(B)

1.设u=e
ax(y-z)
a2+1

,而y=asinx,z=cosx,a为常数,求du
dx.

2.设z=arctanx
y
,而x=u+v,y=u-v,验证∂z

∂u+
∂z
∂v=

u-v
u2+v2.

3.求下列函数的一阶偏导数(其中f具有一阶连续偏导数):
(1)u=f(x2-y2,exy);

(2)u=f x
y
,yæ

è
ç

ö

ø
÷

z
;

(3)u=f(x,xy,xyz).

4.设ez-xyz=0,其中z是x,y的函数,求∂
2z
∂x2.

5.证明隐函数2sinx+2y-3( )z =x+2y-3z一定满足表达式∂z
∂x+∂z∂y=1.

6.设z=xy+xF(u),而u=y
x
,F(u)为可导函数,证明x∂z∂x+y∂z∂y

=z+xy.

7.设z= y
f(x2-y2)

,其中f(u)为可导函数,验证 1
x
∂z
∂x+

1
y
∂z
∂y
= z

y2.

8.设z=f(x2+y2),其中f具有二阶导数,求∂
2z
∂x2
,∂

2z
∂x∂y

,∂
2z
∂y2

.

(C)

1.求解引例1.
2.理想气体状态方程为PV=8.31T,温度T以每秒0.1K的速度增加,体积V 以每秒0.2L

速度升高,求当T=300K,V=100L时压强的变化率是多少?
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3.小麦的年产量 W 与年平均气温T 和年降雨量R 有关.科学家估计平均气温以每年

0.15℃的速度上升,年降雨量以每年0.1cm的速度下降,还估计在当前条件下,∂W
∂T =-2,∂W∂R

=8.
(1)偏导的含义是什么?
(2)在当前条件下,小麦年产量的变化率是多少?

4.一个盒子的长l、宽w、高h随着时间的变化而变化.在某个时刻,盒子的长、宽、高尺寸分

别为l=1m,w=h=2m,并且此时长、宽以2m/s的速度增长,而高以3m/s的速度下降.求此时

下面各量的变化率.
(1)盒子的体积;(2)盒子的表面积;(3)盒子对角线的长.

6.9
*

 多元函数微分法在几何上的应用

  本节主要介绍空间曲线的切线和法平面、曲面的切平面和法线等.

【知识目标】

记忆空间曲线的切线和法平面的求法;记忆曲面的切平面和法线的求法.

【能力目标】

运用微分学知识解决一些几何学中的简单应用问题.

【案例引入】

引例 有一个表面是一个旋转抛物面的底座,其表面的曲面方程为z+x2
2+y2

2=0,现要

在其表面找一点M (假设所找的 M 点在曲面和平面xOz 的交线上,如图6-75所示),以 M 点

为切点安装一面平面镜子,使得沿z轴反方向照射下来的光线能被水平地反射出去.

图6-75

对在M 点安装的符合条件的镜子来说,它所在的平面实质上就是底

座曲面的切平面,也就是旋转抛物面在点M 处的切平面.如果称过M 点

且垂直于该切平面的直线为曲面的法线,则要想光线达到反射的要求,

M 点的选取就要满足条件:M 处的法线与x 轴正向成 π
4

夹角.

在本节内容中,不仅要详细讨论如何用曲面方程的偏导数来表示曲

面的切平面和法线,而且还要讨论空间曲线的切线与法平面.

* 本节内容的学习需要具备附录A2的相关知识.
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70   高等数学(下册)

【知识正文】

6.9.1 空间曲线的切线与法平面

设空间曲线C的参数方程为

x=φ(t)

y=ψ(t)

z=ω(t

ì

î

í

ïï

ïï )
,

式中的三个函数均可导,且导数不全为零.
在曲线C上取对应于参数t=t0的一点M(x0,y0,z0)及对应于参数t=t0+Δt的邻近一点

M1(x0+Δx,y0+Δy,z0+Δz).根据空间解析几何,曲线的割线MM1 的方程为

图6-76

x-x0
Δx =y-y0

Δy =z-z0
Δz

,

当点M1沿着曲线C趋于点M 时,割线MM1的极限位置MT 就

是曲线在点M 处的切线(如图6-76所示).上式分母同除以Δt,
则有

x-x0
Δx/Δt=y-y0

Δy/Δt=z-z0
Δz/Δt

,

当M1 →M,即Δt→0时,曲线在M 处的切线方程为:

x-x0
φ′(t0)

=y-y0
ψ′(t0)

=z-z0
ω′(t0)

.

曲线在某点处的切线的方向向量称为曲线的切向量.向量

T= φ′(t0),ψ′(t0),ω′(t0( ))
就是曲线C在点M 处的一个切向量.

过点M 且与切线垂直的平面称为曲线C 在点M 处的法平面.曲线的切向量就是法平面的

法向量,于是,该法平面的方程为

φ′(t0)(x-x0)+ψ′(t0)(y-y0)+ω′(t0)(z-z0)=0.
例1 求曲线x=t,y=t2,z=t3 在点 (1,1,1)处的切线及法平面方程.
解 因为x′t =1,y′t =2t,z′t =3t2,而点 (1,1,1)所对应的参数t=1,所以曲线切向量为

T=(1,2,3).
于是,切线方程为

x-1
1 =y-1

2 =z-1
3 .

法平面方程为

(x-1)+2(y-1)+3(z-1)=0,
即              x+2y+3z=6.

例2 求曲线C:x=∫
t

0
eucosudu,y=2sint+cost,z=1+e3t 在t=0处的切线和法平面

方程.
解 当t=0时,x=0,y=1,z=2,x′=etcost,y′=2cost-sint,z′=3e3t,于是
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x′(0)=1,y′(0)=2,z′(0)=3,
所以在t=0处的切线方程为  

x-0
1 =y-1

2 =z-2
3 .

法平面方程为x+2(y-1)+3(z-2)=0,即x+2y+3z-8=0.

如果空间曲线C的方程为
y=φ(x)

z=ψ(x{ )
,则可取x为参数,将曲线C的方程表示为参数方程

的形式

x=x
y=φ(x)

z=ψ(x

ì

î

í

ïï

ïï )
.

如果函数φ(x),ψ(x)在x=x0处可导,则曲线C在点x=x0处的切向量Τ=(1,φ′(x0),

ψ′(x0)),因此曲线C在点M(x0,y0,z0)处的切线方程为

x-x0
1 =y-y0

φ′(x0)
=z-z0
ψ′(x0)

.

法平面方程为

(x-x0)+φ′(x0)(y-y0)+ψ′(x0)(z-z0)=0.

例3 求曲线
x2+y2+z2=6
x+y+z={ 0

在点 (1,-2,1)处的切线及法平面方程.

解 方程两边对x 求导得

ydydx+zdzdx=-x

dy
dx+dzdx=-

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 1

,

可得          dydx=z-x
y-z

,dz
dx=x-y

y-z
,

则           dydx (1,-2,1)
=0,dzdx (1,-2,1)

=-1,

由此得切向量        T=(1,0,-1).

切线方程为         x-1
1 =y+2

0 =z-1
-1

.

法平面方程为  (x-1)+0·(y+2)-(z-1)=0,即x-z=0.

6.9.2 曲面的切平面与法线

设曲面S的方程为F(x,y,z)=0,点M0(x0,y0,z0)是曲面S上的一点,函数F(x,y,z)
的偏导数在该点连续且不同时为零.过点 M0 在曲面上可以作出无数条曲线.这些曲线在点

M0 处分别都有切线,下面要证明这无数条曲线在点M0 处的切线都在同一个平面上.
过点M0 在曲面(如图6-77所示)上任意作一条曲线C,设其方程为

x=φ(t),y=ψ(t),z=ω(t), (6-12)
且t=t0 时,

东
软
电
子
出
版
社



72   高等数学(下册)

图6-77

x0=φ(t0),y0=ψ(t0),z0=ω(t0).
由于曲线C在曲面S 上,因此有恒等式

F[φ(t),ψ(t),ω(t)]≡0.
又因F(x,y,z)在点M0(x0,y0,z0)处有连续偏导数,且φ′(t0),

ψ′(t0)和ω′(t0)存在,所以恒等式左边的复合函数在t=t0时有全导

数,且这个全导数等于零:

d
dtF
[φ(t),ψ(t),ω(t)]

t=t0
=0,

即有

Fx(x0,y0,z0)φ′(t0)+Fy(x0,y0,z0)ψ′(t0)+Fz(x0,y0,z0)ω′(t0)=0. (6-13)
引入向量

n=(Fx(x0,y0,z0),Fy(x0,y0,z0),Fz(x0,y0,z0))
则(6-13)式表示曲线(6-12)在点M0 处的切向量T=(φ′(t0),ψ′(t0),ω′(t0)),它与向量n垂直.
由于曲线是曲面上通过M0 的任意一条曲线,它们在M0 处的切线都与同一向量n垂直,故曲

面上通过M0 的一切曲线在点M0 的切线都在同一平面上,这个平面称为曲面在点 M0 的切平

面.这个切平面方程为

Fx(x0,y0,z0)(x-x0)+Fy(x0,y0,z0)(y-y0)+Fz(x0,y0,z0)(z-z0)=0.
通过点M0(x0,y0,z0)而垂直于切平面的直线称为曲面在该点的法线.法线方程为

x-x0
Fx(x0,y0,z0)=

y-y0
Fy(x0,y0,z0)=

z-z0
Fz(x0,y0,z0)

.

垂直于曲面上切平面的向量称为曲面的法向量.向量

n=(Fx(x0,y0,z0),Fy(x0,y0,z0),Fz(x0,y0,z0))
就是曲面S在点M0 处的一个法向量.

特殊地,空间曲面方程若为z=f(x,y),令F(x,y,z)=f(x,y)-z,则曲面在M0处的切

平面方程为

z-z0=fx(x0,y0)(x-x0)+fy(x0,y0)(y-y0). (6-14)
曲面在M0 处的法线方程为

x-x0

fx(x0,y0)=
y-y0

fy(x0,y0)=
z-z0
-1

.

方程(6-14)的右端恰好是函数z=f(x,y)在点 (x0,y0)处的全微分,而左端是切平面上

点的竖坐标的增量.故z=f(x,y)在 (x0,y0)的全微分,在几何上表示曲面z=f(x,y)在点

(x0,y0,z0)处的切平面上的点的竖坐标的增量.
若α、β、γ表示曲面的法向量的方向角,并假定法向量的方向是向上的,即使得它与z轴

的正向所成的角γ 是锐角,则法向量的方向余弦为

cosα= -fx

1+f2x +f2y
,cosβ= -fy

1+f2x +f2y
,cosγ= 1

1+f2x +f2y
,

其中fx =fx(x0,y0),fy =fy(x0,y0).
例4 求旋转抛物面z=x2+y2-1在点 (2,1,4)处的切平面及法线方程.
解 设F(x,y,z)=x2+y2-z-1,于是
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n (2,1,4)=(Fx,Fy,Fz)|(2,1,4)=(2x,2y,-1) (2,1,4)=(4,2,-1),
所以在点 (2,1,4)处的切平面方程为

4(x-2)+2(y-1)-(z-4)=0,
即            4x+2y-z-6=0.

法线方程为        x-2
4 =y-1

2 =z-4
-1

.

例5 求曲面z-ez+2xy=3在点 (1,2,0)处的切平面及法线方程.
解 令F(x,y,z)=z-ez+2xy-3,于是

Fx (1,2,0)=2y (1,2,0)=4,Fy (1,2,0)=2x (1,2,0)=2,Fz (1,2,0)=1-ez (1,2,0)=0,
所以曲面在点 (1,2,0)处的切平面方程为

4(x-1)+2(y-2)+0·(z-0)=0,
即             2x+y-4=0.

法线方程为       x-1
2 =y-2

1 =z-0
0 .

例6 求曲面x2+2y2+3z2=21平行于平面x+4y+6z=0的各切平面方程.
解 设点 (x0,y0,z0)为曲面上满足条件的切平面的切点,则切平面方程为

2x0(x-x0)+4y0(y-y0)+6z0(z-z0)=0.
依题意,切平面方程平行于已知平面,得

2x0

1 =4y04 =6z06
,

于是有           2x0=y0=z0.
又因为(x0,y0,z0)为曲面上的切点,它满足曲面方程,代入曲面方程可得x0=±1,则所

求切点为 (1,2,2)和 (-1,-2,-2),故可得:
切平面方程为2(x-1)+8(y-2)+12(z-2)=0,即x+4y+6z=21.
切平面方程为-2(x+1)-8(y+2)-12(z+2)=0,即x+4y+6z=-21.

【知识与能力拓展】

1.应用 Mathematica软件编写求曲面在指定点处求切平面和法线的指令序列.
2.上机演练:
求旋转抛物面z=x2+y2 在点 (2,1,4)处的切平面及法线方程.

【学习效果评估】

(A)

1.求曲线x=t-sint,y=1-cost,z=4sint
2

在点(π
2-1,1,22)处的切线方程及法平面

方程.

2.求曲线x= t
1+t

,y=1+t
t
,z=t2 在对应于t0=1点处的切线及法平面方程.

3.求曲线y2=2mx,z2=m-x 在点 (x0,y0,z0)处的切线及法平面方程.
4.求曲面ez-z+xy=3在点 (2,1,0)处的平面线及法线方程.
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74   高等数学(下册)

5.求曲面ax2+by2+cz2=1在点 (x0,y0,z0)处的平面线及法线方程.
6.求椭球面x2+2y2+z2=1上平行于平面x-y+2z=0的切平面方程.

(B)

1.求曲线
x2+y2+z2-3x=0
2x-3y+5z-4={ 0

在点 (1,1,1)处的切线及法平面方程.

2.求出曲线x=t,y=t2,z=t3 上的点,使该点的切线平行于平面x+2y+z=4.
3.求旋转椭球面3x2+y2+z2=16上点(-1,-2,3)处的切平面与xOy面的夹角的余弦.

4.试证曲面 x+ y+z= a(a>0)上任何点处的切平面在各坐标轴上的截距之和等于a.
(C)

1.完成本节引例.

6.10
*

 方向导数与梯度

  本节主要介绍方向导数、梯度的概念和求解方法.

【知识目标】

理解方向导数、梯度的概念,记忆方向导数、梯度的求解方法.

【能力目标】

运用方向导数、梯度解释一些实际问题.

【案例引入】

图6-78

引例 一块长方形的金属板(如图6-78所示),四个顶点

的坐标分别是(1,1),(5,1),(1,3),(5,3).在坐标原点处有一

个火焰,它使金属板受热.假定板上任意一点处的温度与该点

到原点的距离成反比.在(3,2)处有一个蚂蚁,问这只蚂蚁应

沿什么方向爬行才能最快到达较凉快的地点?
很显然,蚂蚁应该在每一点处都应沿着温度(下降)变

化率最大的方向爬行,才能最快到达较凉快的地方,而蚂

蚁爬行的这个方向就是本节将要介绍的梯度的方向.

【知识正文】

6.10.1 方向导数

二元函数z=f(x,y)的偏导数fx 和fy 反映了函数沿着x 坐标轴和y 坐标轴方向的变化

* 本节内容的学习需要具备附录A2的相关知识.
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率.在实际应用中,只考虑函数沿坐标轴方向的变化率是不够的.例如,热空气要向冷的地方

流动,气象学中就要确定大气温度、气压沿着某些方向的变化率.因此有必要讨论函数f(x,y)
在一点P 沿任一指定方向的变化率问题.

定义1 设函数z=f(x,y)在点P(x,y)的某一邻域U(P)内有定义,l为自点P 出发的

射线,P1(x+Δx,y+Δy)为射线l上的任一点,且P1 ∈U(P),以

|PP1|=ρ= (Δx)2+(Δy)2,
表示点P与P1 之间的距离(如图6-79所示),如果极限

lim
ρ→0

Δz
ρ

=lim
ρ→0

f(x+Δx,y+Δy)-f(x,y)
ρ

,

存在,则称此极限为函数f(x,y)在点P处沿方向l的方向导数,记为∂f
∂l

,即

∂f
∂l=lim

ρ→0

f(x+Δx,y+Δy)-f(x,y)
ρ

.

根据上述定义,函数f(x,y)在点P 沿着x 轴与y 轴正向的方向导数分别是是∂f
∂x

和∂f
∂y
,

沿着x轴与y轴负向的方向导数分别是-∂f∂x
与-∂f∂y

,一般情形下,方向导数与∂f
∂x

及∂f
∂y

间有

什么关系呢?

图6-79

定理1 如果函数z=f(x,y)在点P(x,y)是可微的,则函数在

该点沿任意方向l的方向导数都存在,且有

∂f
∂l=∂f∂xcosφ+∂f∂y

sinφ,

其中φ为x 轴正向到方向l的转角(如图6-79所示).
例1 求 函 数z=xe2y 在 点 P(1,0)处 沿 从 点 P(1,0)到 点

Q(2,-1)的方向的方向导数.

解 这里方向l即为 →PQ=(1,-1),故x轴到方向l的转角φ=-π4.

∂z
∂x (1,0)

=e2y (1,0)=1;∂z∂y (1,0)
=2xe2y (1,0)=2,

故所求方向导数为

∂z
∂l=cos-πæ

è
ç

ö

ø
÷

4 +2sin-πæ

è
ç

ö

ø
÷

4 =- 2
2.

例2 求函数f(x,y)=x2-xy+y2 在点(1,1)沿与x轴正向夹角为α的方向射线l的方

向导数.并问在怎样的方向上此方向导数有:
(1)最大值;   (2)最小值;    (3)等于零.
解 由方向导数的计算公式知

∂f
∂l (1,1)

=fx(1,1)cosα+fy(1,1)sinα=(2x-y) (1,1)cosα+(2y-x) (1,1)sinα

=cosα+sinα= 2sin(α+π4
).

故有

(1)当α=π4
时,方向导数达到最大值 2;
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76   高等数学(下册)

(2)当α=5π4
时,方向导数达到最小值- 2;

(3)当α=3π4
和α=7π4

时,方向导数等于0.

类似地可定义,三元函数u=f(x,y,z)在空间一点P(x,y,z)沿着方向l的方向导数为

∂f
∂l=lim

ρ→0

f(x+Δx,y+Δy,z+Δz)-f(x,y,z)
ρ

,

其中ρ为点P(x,y,z)与点P1(x+Δx,y+Δy,z+Δz)之间的距离,即

ρ= (Δx)2+(Δy)2+(Δz)2.
设方向l的方向角为α,β,γ,则有

Δx=ρcosα,Δy=ρcosβ,Δz=ρcosγ,
于是,当函数在点P(x,y,z)可微时,函数在该点沿任意方向l的方向导数都存在,且有

∂f
∂l=∂f∂xcosα+∂f∂y

cosβ+∂f∂zcosγ.

例3 设l是曲面2x2+3y2+z2=6在点P(1,1,1)处指向外侧的法向量n,求函数u=
1
z
(6x2+8y2)

1
2 在点P 处沿方向l的方向导数.

解 设F(x,y,z)=2x2+3y2+z2-6,于是

Fx P =4x (1,1,1)=4,Fy P =6y (1,1,1)=6,Fz P =2z (1,1,1)=2.
则

l= Fx,Fy,F( )z = 4,6,( )2 ,l = 42+62+22 =2 14.

方向余弦为cosα= 2
14
,cosβ= 3

14
,cosγ= 1

14
.可得

∂u
∂x P

=
6x

z 6x2+8y2 (1,1,1)
= 6
14
;

∂u
∂y P

=
8y

z 6x2+8y2 (1,1,1)
= 8
14
;

∂u
∂z P

= - 6x2+8y2
z2 (1,1,1)

=- 14.

故函数u沿着方向l的方向导数为

∂u
∂l P

= ∂u
∂xcosα+∂u∂y

cosβ+∂u∂zcos
æ

è
ç

ö

ø
÷γ

(1,1,1)
=117.

6.10.2 梯度的概念

与方向导数有关联的一个概念是函数的梯度.
定义2 设函数z=f(x,y)在平面区域D内具有一阶连续偏导数,则对于每一点P(x,y)

∈D,都可确定一个向量

∂f
∂xi+∂f∂yj

,
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称它为函数z=f(x,y)在点P(x,y)的梯度,记为gradf(x,y),即

gradf(x,y)=∂f∂xi+∂f∂yj
.

设e=cosφi+sinφj是方向l上的单位向量,由方向导数公式知

∂f
∂l=∂f∂xcosφ+∂f∂y

sinφ= ∂f
∂x
,∂f
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

y
·(cosφ,sinφ)

=gradf(x,y)·e=|gradf(x,y)|cosθ,

图6-80

其中θ=(gradf(x,y),e)
  ∧

为向量gradf(x,y)与e的夹角,由此可见,

∂f
∂l

就是梯度在射线l上的投影(如图6-80所示),如果方向l与梯度

方向一致时,有

cos(gradf(x,y),e)
  ∧

=1.
∂f
∂l

有最大值,即函数f沿梯度方向的方向导数达到最大值;

如果方向l与梯度方向相反时,有

cos(gradf(x,y),e)
∧

=-1,

则∂f
∂l

有最小值,即函数f沿梯度的反方向的方向导数取得最小值.因此,可得到如下结论:

函数在某点的梯度是这样一个向量:它的方向与取得最大方向导数的方向一致,而它的模

为方向导数的最大值.
根据梯度的定义,梯度的模为

|gradf(x,y)|= ∂f
∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

x
2

+ ∂f
∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

y
2

.

当∂f
∂x

不为零时,x 轴与梯度的夹角的正切为tanθ=∂f∂y
/∂f
∂x.

梯度的概念可以推广到三元函数:若三元函数u=f(x,y,z)在空间区域G 内具有一阶连

续偏导数,则对于每一点P(x,y,z)∈G,都可定义一个向量

gradf(x,y,z)=∂f∂xi+∂f∂yj+∂f∂zk.

称其为梯度.
类似于二元函数,梯度的方向与取得最大方向导数的方向一致,其模为方向导数的最

大值.

例4 求grad 1
x2+y2

.

解 这里f(x,y)= 1
x2+y2

,因为

∂f
∂x=- 2x

(x2+y2)2
,∂f
∂y=- 2y

(x2+y2)2
,

所以 grad 1
x2+y2=- 2x

(x2+y2)2
i- 2y

(x2+y2)2j
.
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78   高等数学(下册)

例5 求函数u=x2+2y2+3z2+3x-2y在点 (1,1,2)处的梯度,并问在哪些点处梯度

为零?
解 由梯度计算公式得

gradu(x,y,z)=∂u∂xi+∂u∂yj+∂u∂zk    

=(2x+3)i+(4y-2)j+6zk,

故gradu(1,1,2)=5i+2j+12k在P0(-32
,1
2
,0)处梯度为0.

例6 求函数u=xy2+z3-xyz在点P0(1,1,1)处沿哪个方向的方向导数最大? 最大值

是多少?

解 由∂u
∂x=y2-yz,∂u∂y=2xy-xz,∂u∂z=3z2-xy,得

∂u
∂x P0

=0,∂u∂y P0
=1,∂u∂z P0

=2,

从而 gradu(P0)=(0,1,2),|gradu(P0)|= 0+1+4= 5.
于是,u在点P0 处沿方向(0,1,2)的方向导数最大,最大值是 5.

图6-81

6.10.3 等高线的概念

我们知道,二元函数z=f(x,y)在几何直观上表示空间一个曲面,除此之外,在实际应用

中,描绘等高线是对二元函数z=f(x,y)进行直观描述的又一种方法.
一般地,我们把满足方程f(x,y)=k(k在函数f的值域内)的曲线称为二元函数f的等高

线.按照定义,等高线f(x,y)=k是函数f 取已知值k的所有点(x,y)的集合.即它表示了在

何处函数f的图形具有相同的高k.
等高线的做法:用一系列平面z=k截曲面z=f(x,y)得到一系列空间曲线(水平截痕),这

些曲线在xOy 面上的投影曲线就是所求的等高线.所以,如果画出一个函数的若干等高线,并
将它们提升(降低)到所对应的高,则函数的图形也就大致得到了.当按等间距k画出一族等高

线f(x,y)=k时,在等高线相互贴近的地方,曲面较陡峭;而在等高线相互分开的地方,曲面较

平坦.(如图6-81所示是假设曲面z=f(x,y)是一座山体的表面时等高线的绘制方法,即k分

别取值为100m、200m、300m 和400m 的等

高线).
由于等高线 f(x,y)=k 上任何 一 点

P(x,y)处的法线的斜率为

- 1dy
dx

=- 1

-fx

f
æ

è
ç

ö

ø
÷

y

=fy

fx
,

这个方向恰好就是梯度gradf(x,y)的方向.
这个结果表明:函数在一点的梯度方向与等

高线在该点的一个法线方向相同,它的指向

为从数值较低的等高线指向数值较高的等高

线,而梯度的模等于函数在这个法线方向的

方向导数(如图6-82所示).
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根据上述结果,如果我们考虑一山丘的地形图(等高线图),用f(x,y)表示坐标(x,y)的点的

海拔高度,则通过与等高线垂直的方式我们可以画出一条最陡的上升曲线(如图6-83所示).

图6-82

  
图6-83

【知识与能力拓展】

1.复习应用 Mathematica软件求多元函数偏导数的指令.
2.上机演练:
(1)求函数u=x2-xy+z2 在点 (1,0,1)沿到点 (3,-1,3)的方向的方向导数;
(2)求函数u=2x3y-xy-3y2z在点P(1,2,1)处的梯度及其模.

【学习效果评估】

(A)

1.求函数z=x2+y2 在点 (1,2)处沿从点 (1,2)到点 (2,2+ 3)的方向的方向导数.
2.求函数z=ln(x+y)在抛物线y2=4x上点(1,2)处,沿着这抛物线在该点处偏向x轴正

向的切线方向的方向导数.

3.求函数u=xy2+z3-xyz在点(1,1,2)处沿方向角为α=π3
,β=π4

,γ=π3
的方向的方向

导数.
4.求函数u=xyz在点 (5,1,2)处沿从点 (5,1,2)到点 (9,4,14)的方向的方向导数.
5.已知函数f(x,y,z)=x2 +2y2 +3z2 +xy +3x-2y-6z,求 gradf(0,0,0)及

gradf(1,1,1).
(B)

1.求函数u=x2+y2+z2在曲线x=t,y=t2,z=t3上点(1,1,1)处,沿曲线在该点的切线

正方向(对应于t增大的方向)的方向导数.
2.求函数u=x+y+z在球面x2+y2+z2=1上点(x0,y0,z0)处,沿球面在该点的外法线

方向的方向导数.
3.函数u=xy2z在点P(1,-1,2)处沿什么方向的方向导数最大? 并求此方向导数的最

大值.
(C)

1.完成本节引例.
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6.11 多元函数的极值

  本节介绍多元函数的极值和最值的存在条件和求解方法、拉格朗日乘数法以及最小二乘法等.

【知识目标】

理解多元函数极值和最值概念;会计算多元函数的极值和最值;学会运用拉格朗日乘数法

求函数条件极值;记忆最小二乘法.

【能力目标】

应用多元函数极值相关概念和方法求解实际问题.

【案例引入】

引例 某对外出口公司生产两种高尔夫球.一种以3美元销售,另一种以2美元销售.销

售x千个3美元的球和y千个2美元的球的总收入(以千美元计)为R(x,y)=3x+2y.公司测

定生产x千个3美元的球和y千个2美元的球的总成本(以千美元计)为C(x,y)=2x2-2xy+
y2-9x+6y+7.公司为了获得最大利润,每种类型的球应该生产和销售多少千个?

很显然,总利润P(x,y)为

P(x,y)=R(x,y)-C(x,y)=-2x2+2xy-y2+12x-4y-7,
求最大利润即为求二元函数P(x,y)的最大值.为此,在本节我们先来讨论二元函数的极值,
进而讨论其最值.

【知识正文】

在一元函数中,可以用导数求函数的极值,对于多元函数,同样也可以利用偏导数研究极

值问题.

6.11.1 多元函数的极值

在这里,我们以二元函数为例来讨论函数的极值.
定义1 设函数z=f(x,y)在点P0(x0,y0)的某个邻域内有定义,如果对于该邻域内异

于P0(x0,y0)的任意点P(x,y),都满足不等式

f(x,y)<f(x0,y0),
则称函数f(x,y)在点P0(x0,y0)处取得极大值f(x0,y0),点P0(x0,y0)称为函数f(x,y)的
极大值点;如果都满足不等式

f(x,y)>f(x0,y0),
则称函数f(x,y)在点P0(x0,y0)处取得极小值f(x0,y0),点P0(x0,y0)称为函数f(x,y)的
极小值点.极大值、极小值统称为极值.使函数取得极值的点称为极值点.

例1 函数z=x2+4y2在点(0,0)处有极小值.因为对于点(0,0)的任一邻域内异于(0,0)
的点,函数值都为正,而在点(0,0)处的函数值为零.从几何上看这是显然的,因为点(0,0,0)
是开口向上的椭圆抛物面z=x2+4y2 的顶点(如图6-84所示).
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图6-84

例2 函数z=3- x2+y2 在点(0,0)处有极大值3.因为在点(0,0)处函数值为3,而对

于点 (0,0)的任一邻域内异于 (0,0)的点,函数值都小于3,从几何上看,点 (0,0,3)是开口

向下的下半圆锥面z=3- x2+y2 的顶点(如图6-85所示).

图6-85
例3 函数z=xy在点(0,0)处既不取得极大值也不取得极小值.因为在点(0,0)处的函

数值为零,而在点 (0,0)的任一邻域内,总有使函数值为正的点,也有使函数值为负的点(如
图6-86所示).

图6-86

以上关于二元函数的极值概念,可推广到n元函数.设n元函数u=f(P)在点P0 的某一

邻域内有定义,如果对于该邻域内异于P0 的任何点P 都适合不等式

f(P)<f(P0)(或f(P)>f(P0)),
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则称函数f(P)在点P0 处取得极大值(或极小值)f(P0).
下面研究二元函数极值存在的条件.
定理1(极值存在的必要条件) 设函数z=f(x,y)在点 (x0,y0)处具有偏导数,且在点

(x0,y0)处取得极值,则它在该点的偏导数必然为零,即

fx(x0,y0)=0,fy(x0,y0)=0.
证明 不妨设z=f(x,y)在点(x0,y0)处取得极大值,依照极大值的定义,在点(x0,y0)

的某邻域内异于 (x0,y0)的点 (x,y)都满足不等式

f(x,y)<f(x0,y0).
特殊地,在该邻域内取y=y0 且x≠x0 的点,也应满足不等式

f(x,y0)<f(x0,y0),
这表明一元函数f(x,y0)在x=x0 处取得极大值,因此必有

d
dxf

(x,y0)
x=x0

=fx(x0,y0)=0.

同理可证

d
dyf

(x0,y)
y=y0

=fy(x0,y0)=0.

从几何上看,这时如果曲面z=f(x,y)在点 (x0,y0,z0)处有切平面,则切平面

z-z0=fx(x0,y0)(x-x0)+fy(x0,y0)(y-y0)
成为平行于xOy 坐标面的平面z-z0=0.

类似的,如果三元函数u=(x,y,z)在点 (x0,y0,z0)具有偏导数,则它在点 (x0,y0,z0)
具有极值的必要条件为

fx(x0,y0,z0)=0,fy(x0,y0,z0)=0,fz(x0,y0,z0)=0.
与一元函数类似,凡是能使fx(x,y)=0,fy(x,y)=0同时成立的点(x0,y0)称为函数z=

f(x,y)的驻点.由定理1可知,具有偏导数的函数的极值点必定是驻点.但是函数的驻点不

一定是极值点,例如由例3知,点 (0,0)是函数z=xy 的驻点,但是函数在该点并无极值.
怎样判定一个驻点是否是极值点呢? 下面的定理回答了这个问题.
定理2(极值存在的充分条件) 设函数z=f(x,y)在点P0(x0,y0)的某邻域内连续且有

一阶及二阶连续偏导数,又fx(x0,y0)=0,fy(x0,y0)=0,令

fxx(x0,y0)=A,fxy(x0,y0)=B,fyy(x0,y0)=C
则函数f(x,y)在驻点P0(x0,y0)处是否取得极值的条件如下:

(1)AC-B2>0时具有极值,且当A<0时有极大值,当A>0时有极小值;
(2)AC-B2<0时没有极值;
(3)AC-B2=0时可能有极值,也可能没有极值,还需另作讨论.
由定理1与定理2,求具有二阶连续偏导数的函数z=f(x,y)的极值的步骤如下:
第一步 解方程组

fx(x,y)=0,fy(x,y)=0,
求得函数z=f(x,y)的一切驻点.

第二步 对于每一个驻点 (x0,y0),求出二阶偏导数的值A,B 和C.
第三步 确定AC-B2 的符号,按定理2的结论判定 (x0,y0)是否是极值点,是极大值点
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还是极小值点.
第四步 计算极值点处的函数值.
例4 求函数f(x,y)=x3-y3+3x2+3y2-9x的极值.
解 先解方程组

fx(x,y)=3x2+6x-9=0

fy(x,y)=-3y2+6y={ 0
,

求得驻点为(1,0),(1,2),(-3,0),(-3,2).
再求出二阶偏导数

fxx(x,y)=6x+6,fxy(x,y)=0,fyy(x,y)=-6y+6.
在点 (1,0)处,AC -B2 =12×6>0,又 A >0,所 以 函 数 在 (1,0)处 有 极 小

值f(1,0)=-5;
在点 (1,2)处,AC-B2=12×(-6)<0,所以f(1,2)不是极值;
在点 (-3,0)处,AC-B2=-12×6<0,所以f(-3,0)不是极值;
在点 (-3,2)处,AC-B2=-12×(-6)>0,又A<0,所以函数在(-3,2)处有极大值

f(-3,2)=31.
讨论函数的极值问题时,如果函数在所讨论的区域内具有偏导数,则由定理1可知,极值

只可能在驻点处取得.然而,如果函数在个别点处的偏导数不存在,这些点当然不是驻点,但

也可能是极值点.例如,在例2中,函数z=3- x2+y2 在点(0,0)处的偏导数不存在,但该

函数在点 (0,0)处却具有极大值3.因此,在考虑函数的极值问题时,除了考虑函数的驻点外,
如果有偏导数不存在的点,那么对这些点也应当加以考虑.

6.11.2 多元函数的最大值与最小值

与一元函数相类似,可以利用函数的极值来求函数的最大值和最小值.

1.有界闭区域上连续函数的最值

在本章第一节中已经指出,如果f(x,y)在有界闭区域D 上连续,则f(x,y)在D 上必定

能取得最大值和最小值.显然,使函数取得最大值或最小值的点既可能在D 的内部,也可能在

D 的边界上.因此只需求出f(x,y)在各驻点和不可导点的函数值及在边界点上的最大值和最

小值,然后加以比较即可.
因此,假定函数f(x,y)在闭区域 D 上连续、偏导数存在且驻点只有有限个,则求函数

f(x,y)的最大值和最小值的一般步骤为:
(1)求函数f(x,y)在D 内的所有驻点处的函数值;
(2)求f(x,y)在D 的边界上的最大值和最小值;
(3)将前两步得到的所有函数值进行比较,其中最大者就是最大值,最小者就是最小值.
例5 求函数f(x,y)=x2y(4-x-y)在直线x=0,y=0及x+y=6所围成三角形闭区域

D 上的最大值与最小值.
解 首先求出三角形闭区域D(如图6-87所示)内部的驻点,解方程组

fx(x,y)=xy(8-3x-2y)=0
fy(x,y)=x2(4-x-2y)={ 0
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图6-87

得D 内唯一的驻点 (2,1),且f(2,1)=4.
其次,再求函数在D 的边界上的最值.
(1)在直线段x=0(0≤x≤6)上,显然f(0,y)=0;
(2)在直线段y=0(0≤y≤6)上,显然f(x,0)=0;
(3)在直线段x+y=6(0≤x≤6)上,函数可转化为一元函数,

记作

φ(x)=f(x,6-x)=x2(6-x)(4-x-6+x)

=2x3-12x2 (0≤x≤6).
因

φ′(x)=6x2-24x,
令φ′(x)=0求得区间内部的驻点x=4.于是φ(x)在区间 [0,6]上的最大值为 max{φ(0),

φ(4),φ(6)}=max{0,-64,0}=0,最小值为 min{0,-64,0}=-64.
综上所述,函数f(x,y)在 D 上的最大值在D 的内部点 (2,1)处取得,且最大值为

f(2,1)=4,最小值在D 的边界上点 (4,2)处取得,且最小值为f(4,2)=-64.
例6 求函数fx,( )y =xy x+y-( )3 在区域

D= x,( )y 0≤x≤4-y,0≤y≤{ }4 ,
上的最大值与最小值.

图6-88

解 作区域D 的图如图6-88所示,先求函数一阶偏导数为零的

点,得方程组

fx x,( )y =yx+y-( )3 +xy=0
fy x,( )y =xx+y-( )3 +xy={ 0

.

解方程组可得驻点为(0,0),(1,1),(0,3),(3,0),则f0,( )0 =
0,f1,( )1 =-1,f0,( )3 =0,f3,( )0 =0,再讨论函数在区域边界上

的最大值和最小值.
(1)在线段OA 上,y=0,所以fx,( )y ≡0;
(2)在线段上OB,x=0,所以fx,( )y ≡0;
(3)在线段AB 上,有y=4-x,0≤x≤4,这样有f( )x =x4-( )x ,容易知道此函数在x

=2处有极大值f( )2 =4.
比较以上各值可知,在点 2,( )2 处取到最大值4,在点(1,1)处取到最小值-1.

2.实际问题中的最大值与最小值

在实际问题中,如果根据问题的性质,知道函数f(x,y)的最大值(最小值)一定在D 的内

部取得,而函数在D内有唯一驻点,那么可以肯定该驻点的函数值就是函数f(x,y)在D上的

最大值(最小值).
例7 某厂要用铁板作成一个体积为2立方米的有盖长方体水箱.问当长、宽、高各取怎样

的尺寸时,才能使用料最省.

解 设水箱的长为x米,宽为y米,则其高应为 2
xy

米,此水箱所用材料的面积为

A=2(xy+y·2xy+x·2xy
),
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即

A=2(xy+2x +2y
) (x>0,y>0).

可见所用材料面积A 是x 和y 的二元函数,这样的函数称为目标函数.下面求使目标函数

取得最小值的点 (x,y).

ì

î

í

ïï

ïï
令

Ax =2y-2x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 =0

Ay =2x-2y
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 =0
,

解方程组得

x=
3
2,y=

3
2.

根据题意可知,在体积一定的条件下,水箱所用材料面积的最小值一定存在,并在开区域

D={(x,y)|x>0,y>0}内取得.又函数在D 内只有唯一的驻点(32,
3
2),因此可断定当

x=
3
2,y=

3
2时,A 取得最小值.就是说,当水箱的长为

3
2米,宽为

3
2米,高为 2

3
2·

3
2
=

3
2米时,水箱所用的材料最省.

从这个例子还可看出,在体积一定的长方体中,以立方体的表面积为最小.
例8 求解本节引例.
解 由引例可知,总利润P(x,y)为

P(x,y)=R(x,y)-C(x,y)=-2x2+2xy-y2+12x-4y-7.
解方程组

Px(x,y)=-4x+2y+12=0
Py(x,y)=2x-2y-4={ 0

,

求得唯一驻点 (4,2).根据问题的实际意义,总利润函数P(x,y)必取得最大值,因此P(x,y)
在点(4,2)处取得最大值P(4,2)=13,因此公司必须生产和销售4千个3美元的高尔夫球和2
千个2美元的高尔夫球,可获得最大利润13千美元.

例9 某工厂在生产中使用甲、乙两种原料.已知使用x单位甲种原料,使用y单位乙种原

料可生产P 单位的产品,且

P(x,y)=10xy+20.2x+30.3y-10x2-5y2.
已知甲、乙两种原料每单位的价格分别为20元和30元,产品的单位售价为100元,产品的固

定成本为1000元,求该工厂的最大利润.
解 设L为该工厂的利润,则有

L(x,y)=100P(x,y)-(20x+30y+1000)      
=1000xy+2000x+3000y-1000x2-500y2-1000 (x>0,y>0).

由方程组

Lx(x,y)=1000y-2000x+2000=0
Ly(x,y)=1000x-1000y+3000={ 0

,

求得唯一驻点(5,8).根据问题的实际意义,L必可取得最大值.因此L(x,y)在点(5,8)处取

得最大值L(5,8)=16000,于是该工厂的最大利润为16000元.
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6.11.3* 条件极值与拉格朗日乘数法

上面所讨论的极值问题,对于函数的自变量,除了限制在函数的定义域内以外,并无其它

要求,称这类极值为无条件极值.
但在实际问题中,有时会遇到对函数的自变量还有附加约束条件的极值问题,这类带有约

束条件的函数极值问题称为条件极值问题.
例如,表面积为a2 而体积为最大时的长方体,各棱长长度是多少?
设长方体的三条棱的长度分别为x,y,z,则体积V=xyz.又因表面积为a2,则问题就是求

体积函数在约束条件2(xy+yz+xz)=a2 下的最大值.
求解条件极值问题一般有两种方法.一种方法就是将条件极值化为无条件极值来处理.如

本例,可由约束条件2(xy+yz+xz)=a2 将z表成x,y的函数

z=a2-2xy
2(x+y)

.

再把它代入V=xyz中,于是问题就化为求

V=x
2

a2-2xy
x+

æ

è
ç

ö

ø
÷

y
在其定义域x>0,y>0内的最大值,这是无条件极值问题;另一种求条件极值的方法是下面

要介绍的拉格朗日乘数法.
现在求函数

z=f(x,y) (6-15)
在约束条件

φ(x,y)=0 (6-16)
下的极值.

如果函数f(x,y)在 (x0,y0)处取得条件极值,那么相应有

φ(x0,y0)=0. (6-17)
假定在 (x0,y0)的某一邻域内f(x,y)与φ(x,y)均有连续的一阶偏导数,而φy(x0,y0)

≠0.由隐函数存在定理可知,式(6-16)确定一个连续且有连续导数的函数y=ψ(x),将其代入

函数z=f(x,y),结果得到一个关于x的一元函数

z=f[x,ψ(x)],
而函数z=f(x,y)在(x0,y0)取得条件极值,也就是相当于函数z=f[x,ψ(x)]在x=x0取得

无条件极值.由一元可导函数取得极值的必要条件知

dz
dx x=x0

=fx(x0,y0)+fy(x0,y0)d
y
dx x=x0

=0.

由隐函数求导公式,有

dy
dx x=x0

=-φx(x0,y0)
φy(x0,y0)

.

从而有

fx(x0,y0)-fy(x0,y0)φx(x0,y0)
φy(x0,y0)=

0, (6-18)

式(6-17)、式(6-18)就是函数(6-15)在条件(6-16)下在 (x0,y0)处取得极值的必要条件.
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设fy(x0,y0)
φy(x0,y0)=-λ,上述必要条件就变为

fx(x0,y0)+λφx(x0,y0)=0
fy(x0,y0)+λφy(x0,y0)=0

φ(x0,y0)=

ì

î

í

ï
ï

ïï 0
. (6-19)

引进辅助函数

L(x,y)=f(x,y)+λφ(x,y),
则不难看出,式(6-19)中前两式就是

Lx(x0,y0)=0,Ly(x0,y0)=0,
函数L(x,y)称为拉格朗日函数,参数λ称为拉格朗日乘子.

由以上讨论,可以归纳出利用拉格朗日乘数法求函数条件极值的方法:
拉格朗日乘数法 求函数z=f(x,y)在约束条件φ(x,y)=0下的极值,一般步骤是:
(1)构造拉格朗日函数

F(x,y)=f(x,y)+λφ(x,y).
(2)由方程组

fx(x0,y0)+λφx(x0,y0)=0
fy(x0,y0)+λφy(x0,y0)=0

φ(x0,y0)=

ì

î

í

ï
ï

ïï 0

,

解出x,y及λ,这样得到的(x,y)就是函数f(x,y)在约束条件φ(x,y)=0下的可能极值点;
(3)判别 (x,y)是否是极值点,一般可以根据具体问题的性质进行判别.
拉格朗日数乘法还可以推广到自变量多于两个而条件多于一个的情形.如函数u=

f(x,y,z,t)在附加条件φ(x,y,z,t)=0,ψ(x,y,z,t)=0下的极值,可以先构成拉格朗日函数

L(x,y,z,t)=f(x,y,z,t)+λ1φ(x,y,z,t)+λ2ψ(x,y,z,t),
其中λ1,λ2均为常数,由L(x,y,z,t)关于x,y,z,t的偏导数为零的方程组解出x,y,z,t,即得

所求条件极值的可能极值点.
例10 求表面积为a2 而体积为最大的长方体的体积.
解 设长方体的三条棱长分别为x,y,z,则问题就是在条件

φ(x,y,z)=2xy+2yz+2xz-a2=0,
下,求函数

V=xyz (x>0,y>0,z>0)
的最大值.构造拉格朗日函数

L(x,y,z)=xyz+λ(2xy+2yz+2xz-a2),
求其对x、y、z的偏导数,并使之为零,得

yz+2λ(y+z)=0
xz+2λ(x+z)=0
xy+2λ(y+z)=

ì

î

í

ïï

ïï 0

,

再与φ(x,y,z)=2xy+2yz+2xz-a2=0联立求解.
因x,y,z都不等于零,所以可得
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x
y
=x+z

y+z
,y
z =x+y

x+z.

由以上两式解得        x=y=z.
将此代入φ(x,y,z)=2xy+2yz+2xz-a2=0,便得

x=y=z= 6
6a,

这是唯一可能的极值点.因为由问题本身可知最大值一定存在,所以最大值就在这个可能的极

值点处取得.也就是说,表面积为a2的长方体中,以棱长为 6
6a的正方体的体积为最大,最大

体积V= 6
36a

3.

例11 某工厂通过电视和报纸两种媒体做广告,已知销售收入R(万元)与电视广告费x
(万元)、报纸广告费y(万元)的函数关系为

R(x,y)=15+14x+32y-8xy-2x2-10y2,
如果计划提供1.5万元广告费,求最佳的广告策略.

解 广告费1.5万元时的最佳的广告策略就是在x+y=1.5的条件下求R(x,y)的最大

值问题,设拉格朗日函数为

L(x,y)=15+14x+32y-8xy-2x2-10y2+λ(x+y-1.5).
解方程组

Lx(x,y)=14-8y-4x+λ=0
Ly(x,y)=32-8x-20y+λ=0
x+y-1.5=

ì

î

í

ï
ï

ïï 0

,

得唯一可能极值点 (0,1.5).
由问题本身可知最大值一定存在,所以当报纸广告费y=1.5万元时,销售收入达到最高

为R(0,1.5)=40.5万元,即只做报纸广告为最佳策略.
例12 某公司有两种产品,市场每年的需求量分别为1200件和2000件,如果分批生产,

其每批生产准备费分别为40元和70元,每年每件产品库存费为0.15元.设两种产品每批总

生产能力为1000件,试确定两种产品每批生产的批量,使生产准备费和库存费之和最少.
解 设两种产品每批生产的批量分别为x和y,在均匀售出情况下平均库存量为批量的一

半,一年的库存费为

C1=0.15x+yæ

è
ç

ö

ø
÷

2 =0.075(x+y).

一年的批次分别为1200
x

和2000
y
,所以一年的总生产准备费为

C2=40×1200x +70×2000y =400012x +35æ

è
ç

ö

ø
÷

y
,

于是,总费用为

C=C1+C2=0.075(x+y)+400012x +35æ

è
ç

ö

ø
÷

y
,
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其中约束条件为 x+y=1000.
设拉格朗日函数为

L(x,y)=0.075(x+y)+400012x +35æ

è
ç

ö

ø
÷

y +λ(x+y-1000),

解方程组

Lx =0.075-4800x2 +λ=0

Ly =0.075-140000y2 +λ=0

x+y-1000=

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï 0

,

得x=369,y=631,这是唯一可能的极值点.由问题的实际意义知存在总费用的最小值,故当

两种产品的批量分别是369和631时总费用最小.

6.11.4* 最小二乘法

许多工程问题常常需要用到数理统计中的回归分析,也就是根据实际测量得到的一组数

据来找出变量间的函数关系的近似表达式.通常把这样得到的函数的近似表达式叫做经验公

式.这是一种广泛采用的数据处理方法.下面通过实例来介绍一种常用的建立经验公式的

方法.
例13 为测定某刀具的磨损速度,按每隔一小时测量一次刀具厚度的方式,得到如表6-4

所示的实测数据:
表6-4

顺序编号i 0 1 2 3 4 5 6 7

时间ti/小时 0 1 2 3 4 5 6 7

刀具厚度yi/毫米 27.0 26.8 26.5 26.3 26.1 25.7 25.3 24.8

  试根据这组实测数据建立变量y与t之间的经验公式y=f(t).

图6-89

解 为确定f(t)的类型,利用所给数据在坐标纸上画出时

间t与刀具厚度y 的散点图(如图6-89所示).
观察此图易发现,所求函数y=f(t)可近似看作线性函数,

因此可设

f(t)=at+b,
其中a和b是待定常数.但因为图中各点并不在同一条直线上,
所以,只能要求选取这样的a,b,使得f(t)=at+b在t0,t1,…,t7
处的函数值与实验数据y0,y1,…,y7 相差都很小.就是要使偏差

yi-f(ti)(i=0,1,2,…,7)都很小.为了保证每个这样的偏差都很小,可考虑选取常数a,
b,使

M=∑
7

i=0

[yi-(ati+b)]2

最小.这种根据偏差的平方和为最小的条件来选择常数a,b的方法叫做最小二乘法.一般数学

软件中曲线拟合方法的依据就是最小二乘法.
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把M 看成自变量a和b的一个二元函数,那么问题就可归结为求函数M=M(a,b)在哪些

点处取得最小值,令

∂M
∂a =-2∑

7

i=0

[yi-(ati+b)]ti=0

∂M
∂b =-2∑

7

i=0

[yi-(ati+b)]=

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 0

,

即

∑
7

i=0

[yi-(ati+b)]ti=0

∑
7

i=0

[yi-(ati+b)]=

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 0

,

整理得

a∑
7

i=0
t2i +b∑

7

i=0
ti=∑

7

i=0
yiti

a∑
7

i=0
ti+8b=∑

7

i=0
y

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï i

,

由于

∑
7

i=0
ti=28,∑

7

i=0
t2i =140,∑

7

i=0
yi=208.5,∑

7

i=0
yiti=717.0,

则有关于a,b的方程组

140a+28b=711
28a+8b=208.{ 5

,

解此方程组,得到

a=-0.3036,b=27.125,
于是所求经验公式为

y=f(t)=-0.3036t+27.125.
根据上式算出的f(ti)与实测yi 有一定的偏差,如表6-5所示.其偏差的平方和 M =

0.108165,其平方根 M =0.329.我们把 M 称为均方误差,它的大小在一定程度上反映了

用经验公式近似表达原来函数关系的近似程度的好坏.
表6-5

ti 0 1 2 3 4 5 6 7

实测yi 27.0 26.8 26.5 26.3 26.1 25.7 25.3 24.8

计算f(ti) 27.125 26.821 26.518 26.214 25.911 25.607 25.303 25.000

偏差 -0.125 -0.021 -0.018 -0.086 0.189 0.093 -0.003 -0.200

【知识与能力拓展】

1.学习用 Mathematica软件计算二元函数极值和最值的相关指令.
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2.学习编写求二元函数极值和最值的 Mathematica指令序列.
3.上机演练:求下列函数的极值

f(x,y)=4(x-y)-x2-y2.

【学习效果评估】

(A)

1.求函数f(x,y)=4(x-y)-x2-y2 的极值.
2.求函数f(x,y)=(6x-x2)(4y-y2)的极值.
3.求函数f(x,y)=e2x(x+y2+2y)的极值.
4.求函数f(x,y)=x2+5y2-6x+10y+6的极值.
5.从斜边之长为l的一切直角三角形中求有最大周长的直角三角形.
6.要造一个容积等于定数k的长方体无盖水池,应如何选择水池的尺寸方可使它的表面积

最小?
(B)

1.求z=x+y+1在闭区域x2+y2 ≤4上的最大值与最小值.
2.求函数z=xy 在适合附加条件x+y=1下的极大值.
3.将周长为2p的矩形绕它的一边旋转而构成一个圆柱体,问矩形的边长各为多少时才可

使圆柱体的体积为最大?

4.求内接于半径为a的球且有最大体积的长方体.
5.抛物面z=x2+y2 被平面x+y+z=1截成一椭圆,求原点到该椭圆的最长与最短距离.

(C)

1.用面积为108平方米的木板做一个无盖长方体木箱,若不计木板的原度,怎样制作才能

使其容积最大?

2.设某厂生产甲、乙两种产品,产量分别为x,y(千只),其利润函数为

L(x,y)=6x-x2+16y-4y2-2(单位:万元).
已知生产这两种产品时,每千件产品均需消耗某种原料2000kg.现有该原料12000kg,问

两种产品各生产多少千件时,总利润最大? 最大利润为多少?

3.完成本单元的项目导学.

单元训练

一、知识评估

1.单项选择题

(1)向量a×b与二向量a、b的位置关系是(  ).
(A)共面             (B)共线

(C)垂直 (D)斜交
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(2)设向量a与三轴正向夹角依次为α、β、γ,当cosβ=0时有(  ).
(A)a⊥yOz面 (B)a∥yOz面

(C)a∥zOx 面 (D)a⊥xOy 面

(3)向量a、b、c两两垂直,且 a =2、b =2、c =1,则a+b+c的长度是(  ).
(A)6 (B)4

(C) 14 (D)3

(4)已知球面经过(0,-3,1)且与xOy 面的交成圆周
x2+y2=16
z={ 0

,则此球面的方程是

(  ).
(A)x2+y2+z2+6z+16=0 (B)x2+y2+z2-16z=0
(C)x2+y2+z2-6z+16=0 (D)x2+y2+z2+6z-16=0
(5)下列方程中所示曲面是双叶旋转双曲面的是(  ).
(A)x2+y2+z2=1 (B)x2+y2=4z

(C)x2-y2
4+z2=1 (D)x

2+y2
9 -z2

16=-1

(6)对z=f(x,y),下列命题正确的是(  ).

(A)∂z∂x
,∂z
∂y

都存在,则f(x,y)连续

(B)∂z∂x
,∂z
∂y

都存在,则f(x,y)可微

(C)∂z∂x
,∂z
∂y

都存在,则f(x,y)的极限存在

(D)∂z∂x
,∂z
∂y

连续,则f(x,y)必可微

(7)若z=f(x,y)在 (x,y)处具有任意阶的偏导数,则(  ).
(A)f(x,y)在 (x,y)处必连续 (B)f(x,y)在 (x,y)处可微

(C)f(x,y)在 (x,y)处极限存在 (D)以上结论均未必正确

(8)对于二元函数z=f(x,y),下列结论正确的是(  ).
(A)fxy(x0,y0)=fyx(x0,y0),则fxy(x,y),fyx(x,y)在 (x0,y0)处连续

(B)f(x,y)在 (x0,y0)处不连续,则f(x,y)在 (x0,y0)处不存在二阶偏导数

(C)∂
2z

∂x∂y
,∂

2z
∂y∂x

在区域D 内连续,则 ∂2z
∂x∂y=∂

2z
∂y∂x

(D)当f(x,y)在 (x0,y0)处可微时,f(x,y)在 (x0,y0)处未必连续

2.填空题

(1)u=a-b+2c,v=-a+3b-c,则u-2v= .
(2)在z轴上点 与M1(1,2,3)和M2(-2,-1,1)的距离相等.
(3)已知向量a= 1,-1,( )1 ,b= 2,-3,( )1 ,c= -1,0,( )1 ,求向量3a-b+2c的坐标表示
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式为 .
(4)设m=3i+5j+3k,n=2i-4j-7k,p=5i+j-4k,则向量a=4m+3n-p 的分解式

为 ;

(5)已知两点M1(0,1,2),M2(1,-1,0),则向量M1M→2= ,-2M1M→2= .
(6)平行于向量a= 6,7,( )-6 的单位向量为 .
(7)判断下列各组向量是否平行或垂直:

(a)2i+j-3k,4i+2j-6k: ;

(b)2,0,-( )3 ,3,1,( )2 : ;

(8)写出适合下列条件的旋转曲面方程:

(a)把曲线
3x2+2y2=6
z={ 0

绕y轴旋转一周: ;

(b)把曲线
z=siny
x={ 0

绕y轴旋转一周: ;

(9)指出下列方程在平面解析几何中和空间解析几何中分别表示什么图形:

(a)x=2   、 ;

(b)y=x+1  、 ;

(c)x2+y2=4 、 ;

(d)x2-y2=1 、 .
(10)已知点A(-4,-2,1),B(1,-5,-3),C(-1,0,0),D(1,0,2),E(0,0,3),则点B(1,

-5,-3)在第 卦限,点 为zOx坐标面上的点,点

为x轴上的点,点 既在yOz坐标面上也在zOx 坐标面上.
(11)点P(-3,2,-1)关于xOy坐标面的对称点是 ,关于yOz面的对称点

是 ,关 于 zOx 坐 标 面 的 对 称 点 是 ,关 于 x 轴 的 对 称 点 是

,关于y轴的对称点是 ,关于z轴的对称点是 ,

关于原点的对称点是 .
(12)平面3x-y+2z+1=0的法向量为 .
(13)过点A(3,-2,1)且以a=(1,2,3)为法向量的平面方程是 .
(14)过点(1,-2,3)且与平面7x-3y+z-6=0平行的平面方程是 .

(15)z=xln(xy),则∂z
∂x= ,∂z

∂y= .

(16)f(x,y)=x+(y-1)arcsin x
y
,则fx(x,1)= .

(17)函数z=x2 +y2 在点 (1,2)处沿从 (1,2)到点 (2,2+ 3)的方向的方向导数

为 .
(18)函数z=xyz沿 (5,1,2)到 (9,4,14)的方向的方向导数为 .
(19)函数f(x,y)=4(x-y)-x2-y2在点 处取得最大值 .
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3.证明与计算题

(1)求证以O(0,0,0),A(1,1,0),B(0,1,1)为顶点的三角形是等边三角形.
(2)用向量法证明三角形的中位线定理.

(3)已知M(3,1,2),N(2,2,0),求向量 →MN 的模、方向余弦、方向角和单位向量.

(4)已知向量a、b之间的夹角θ=2π3
,且 a =3,b =4,求 a+b .

(5)已知向量a⊥b,且 a =3,b =4,试计算 a-2( )b × 3a-( )b .
(6)已知 →OA= 3,0,( )1 ,→OB= 0,1,( )3 ,求ΔOAB 的面积.
(7)已知三点 M1(1,0,3),M2(3,3,1),M3(3,1,3),求与 M1M→2、M2M→3 同时垂直的单位

向量.

(8)求与向量a、b的夹角等于π
3
,且 a =2,b =5,求 a-2( )b ·a+3( )b .

(9)设平行四边形二边为向量a= 4,-3,( )4 ,b= 2,-1,( )3 ,求其面积.
(10)证明:已知a、b为两非零不共线向量,求证:a-( )b ×a+( )b =2a×( )b .
(11)设质量为100千克的物体从点 M1(3,1,8)沿直线移动到点 M2(1,4,2),试计算重力

所做的功(长度单位为米,重力方向为z轴负方向,取重力加速度为9.8m/s2).

(12)求f(x,y)= 4x-y2
ln(1-x2-y2)

的定义域.

(13)求极限 lim
(x,y)→(0,0)

1-cos(x2+y2)
(x2+y2)ex

2y2
.

(14)讨论二元函数f(x,y)=
(x+y)cos1x

, x≠0

0 x={ 0
在(0,0)点的连续性.

(15)若z=sin(xy)+cos2(xy),求∂z
∂x
,∂

2z
∂x∂y

.

(16)设z=f(2x-y,ysinx),其中f(u,v)具有二阶连续偏导数,求 ∂2z
∂x∂y

.

(17)设u=x2+y2+z2,z=x2cosy,求du.

(18)设z=z(x,y)为由方程xyz+ x2+y2+z2 = 2所确定的隐函数,求∂z
∂x

和∂z
∂y

.

(19)求椭球面x2+2y2+z2=1上平行于平面x-y+2z=0的切平面方程.
(20)函数u=xy2z在点P0(1,-1,2)处沿什么方向的方向导数最大? 并求此方向导数最

大值.

(21)求函数f(x,y)=ln(1+x2+y2)+1-x3
15-y3

4
的极值.

二、单元项目

1.某废品公司正在设计一个敞口的长方体废品箱,其容积是32立方米.废品箱底部的制

造成本是每平方米50元,而侧面的成本是每平方米40元,求使得总成本最小的废品箱的尺寸.
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2.假设某企业在两个相互分割的市场上出售同一种产品,两个市场的需求函数分别是P1

=18-2Q1,P2=12-Q2,其中Q1 和Q2 分别表示该产品在两个市场的销售量(即需求量),并且

该企业生产这种产品的总成本函数是C=2Q+5,其中Q=Q1+Q2 为总销量.
(1)若该企业执行价格差别策略,确定两个市场该产品的销量与售价,使企业利润最大;
(2)若实行差别价格,试确定两个市场该产品的销售量和统一价格,使企业利润最大,并比

较两种价格策略中哪一个利润最大.
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