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第2章 函数、极限与连续

一、单元概述

函数是微积分讨论的主要对象,极限是研究函数的有效工具.连续是函数的主要性质之

一.本章主要介绍函数、极限以及函数连续性的概念和性质.
通过本章的学习,掌握函数、极限与连续的基本概念、基本理论和基本性质,为一元微积分

的学习奠定必要的函数基础.

二、教学重点与难点

1.重点:函数、连续的概念,函数极限的计算,函数连续性的判定.
难点:极限的概念.

2.解决方案:
极限的概念:从具体的实例出发,通过几何直观和数值计算引出极限的描述性概念.
函数和连续的概念:通过实例分析归纳得出概念.
函数极限的计算:精讲多练,重视“做中学”.

2.1 函数及其特性

  本节主要介绍函数的概念和函数的单调性、奇偶性、有界性、周期性等特性,以及反函数、复
合函数和初等函数的基本概念.

【知识目标】

理解函数的概念,记忆函数的几种特性,记忆常用函数的图像.理解反函数和复合函数的

概念,记忆初等函数的概念,记忆用函数进行数据拟合的方法和思路.

【能力目标】

运用本节课所学知识建立实际问题的函数关系.

【案例引入】

函数是客观事物变化规律的一种数学抽象,也是微积分学的基本研究对象.在生产实践和
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第2章 函数、极限与连续  21   

科学研究过程中,经常需要考察反映两个变量关系的函数.
引例1 2012年7月,中国人民银行发布了定期存款基准利率,下表表示定期存款准利率r

与存款时间t的对应关系.

时间(t) 3个月 6个月 12个月 24个月 36个月 48个月 60个月

利率(r) 2.60 2.80 3.00 3.75 4.25 4.25 4.75

  引例2 C语言标准函数库中开平方函数y=sqrt(x)表示将变量x的算术平方根返回到

变量y 中,其函数关系式为y= x.
引例3 图2-1表示全球陆地表面平均气温T 随时间Y 变化的曲线图,清晰地显示出自

1860年到2000年间全球陆地表面平均气温的变化趋势.

图2-1

引例1、引例2、引例3分别通过不同方式阐述了两个变量之间的对应关系,即一个变量随

着另一个变量的变化而变化.引例1以列表的方式给出存款基准利率r随存款时间t的变化而

变化的对应关系;引例2以解析式的方式给出了变量y随变量x 的变化而变化的对应关系;引
例3以图像的方式给出了全球陆地表面平均气温T 随时间Y 的变化而变化的对应关系.这种

对应关系刻画了客观事物的变化规律,在数学上称为函数关系.

【知识正文】

2.1.1 函数的概念

定义1 设x,y为两个变量,D为数集,若对∀x∈D 〔1〕,按某一对应关系f,总有唯一确

定的数y与x 相对应,则称对应关系f是定义在D 上的函数,习惯上也称y是x 的函数,记作

y=f(x) (x∈D),
其中x称为自变量,y称为因变量,也称对应于自变量x的函数值. 

把函数看成一个输入输出过程有利于对函数概念的理解(这一思想对理解复合函数尤其方

〔1〕 “∀”表示“任意”
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22   高等数学(上册)

便),输入x值,输出y值.更形象地,把函数f看成一台机器,输入x值,经过机器f的加工,输

出y值(如图2-2所示).

图2-2

把数集D 叫做函数y=f(x)的定义域.当x取遍D 时,其对应的函数值f(x)所构成的数

集叫做函数的值域(如图2-3所示).

图2-3

对于函数y=f(x),当该函数有实际意义时,它的定义域按实际意义确定.如引例1中定期

存款基准利率r是存款时间t的函数,该函数的定义域为 {3,6,12,24,36,48,60};引例3中全

球陆地表面平均气温T 是时间Y 的函数,该函数的定义域为 [1860,2000].
当函数没有实际意义时,它的定义域是指使函数有意义的一切实数组成的集合,这样的定

义域称为自然定义域,一般所说的定义域大多指自然定义域.比如引例2中变量y是变量x 的

函数,该函数的定义域为 [0,+∞);又如函数y= x-1的自然定义域为 [1,+∞).
表示函数的符号除了常用的f外,还可以用诸如g,F,G 等其它字母来表示,相应的函数记

为g(x),F(x),G(x),有时也可直接记为y=y(x).

2.1.2 函数的表示方法

函数的表现形式多种多样,其表示方法也有很多种,主要有以下几种:

1.表格法

变量之间的关系,可以用表格的形式表现出来.当自变量的取值范围是有限个数,或者自

变量的取值范围是有限区间的并集,而值域只包含有限个数的情况下,常用表格法.本节引例1
就是这种情况.有时由于条件的限制,只能了解自变量的有限数所对应的函数值,就用表格法

表示函数的部分自变量与因变量之间的关系.表格法的优点是简洁明了,但不容易直接得到函

数关于自变量变化的规律或趋势,有一定的局限性.
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2.解析法

变量之间的关系,用解析式表达出来,是函数最常用的表示方法,我们所接触的函数大多用

这种表示方法.本节引例2就是这种情况.解析法的特点是准确、全面,但较为抽象.

3.图形法

将变量之间的关系,用坐标系上的图像表达出来,如引例3.图形法的特点是较为直观,容

易依据图形观察函数的变化规律和趋势,但不全面,有时不准确.
当信息不全面时,也常常描绘仅有函数的有限个点的图形,称为散点图.散点图虽然不是

严格意义上的函数图像,但用途很大,可以参考有关资料了解相关知识.
习惯上常用解析法研究函数,并结合图形法进行直观分析.

2.1.3 函数的图形

对于函数y=f(x),将平面点集 x,( )y y=f(x),x∈{ }D 称为函数y=f(x)的图形.事实

上,函数的图形是函数关系在平面坐标系中的几何表示,而函数关系又是平面图形的解析表达.

图2-4

第1章中已经介绍了幂函数、指数函数、对数函数、三角

函数、反三角函数(这些函数称为基本初等函数)的性质和图

像,下面举例介绍几种特殊的函数的图形.

例1 设函数f(x)=
x3, x≥0

-x, x<{ 0
.

(1)画出图形.
(2)计算f(-2),f(f(-2)).
解 (1)该函数的图形如图2-4所示.
(2)f(-2)=-(-2)=2,f(f(-2))=f(2)=23=8.
例2 取 整 函 数.f(x)= [x],符 号 [x]表 示 不 超 过 x 的 最 大 整 数.如 果

x∈[n,n+1)(n为整数),则[x]=n,因此[-2]=-2,[-1.5]=-2,[0.2]=0,[3.98]=3.
这个函数的图形为阶梯型曲线(如图2-5所示).

图2-5
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24   高等数学(上册)

  例3 绝对值函数可以表示成

f(x)= x = x2 =
x, x≥0

-x, x<{ 0
.

该函数的图形如图2-6所示

图2-6

从例1至例3所讨论的函数都是在自变量的不同变化范围中,对应关系用不同式子来表示

的函数,通常称这种函数为分段函数.
应当指出,定义域和对应关系是确定函数的两个基本要素.只有二者完全相同,才说两个函

数是同一函数.如f(x)=2lnx与f(x)=lnx2,由于定义域不相同,故不表示同一函数.

2.1.4 函数的几种特性

在研究函数时,经常需要讨论它的如下几种特性:单调性、奇偶性、有界性和周期性.

1.函数的单调性

观察图2-7和图2-8.图2-7中所表示的函数y=f(x),当自变量x增大时,函数值y也相

应增大.图2-8中所表示的函数y=f(x),当自变量x增大时,函数值y反而相应减小.图2-7所

表示的函数y=f(x)叫增函数,图2-8所表示的函数y=f(x)叫减函数.
一般地,设函数f(x)的定义域为D,区间I⊂D.如果对于I上任意两点x1及x2,当x1<

x2 时,恒有f(x1)<f(x2)成立,则称函数f(x)在区间I上单调增加(如图2-7所示)(简称函

数f(x)是区间I上的增函数);如果对于区间I上任意两点x1及x2,当x1<x2时,恒有f(x1)

>f(x2)成立,则称函数f(x)在区间I上单调减少(简称函数f(x)是区间I上的减函数)(如
图2-8所示).单调增加和单调减少的函数统称为单调函数.

从图像上看,增函数的图像自左向右逐渐上升,减函数的图像自左向右逐渐下降.

图2-7   图2-8

例4 讨论函数y=x2 的单调性.
解 因为对任意x1,x2 ∈ [0,+∞),当x1 <x2 时
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f(x1)-f(x2)=x21-x22=(x1-x2)(x1+x2)<0.
所以f(x1)<f(x2),因此函数y=x2 在 [0,+∞)上是单调增加的.

同理在 (-∞,0]上是单调减少的,因而在 (-∞,+∞)内不是单调函数(如图2-9所示).

图2-9

2.函数的有界性

观察图2-10和图2-11.在图2-10中,函数y=f(x)在区间(-∞,+∞)内最大不超过5,

最小不小于-3,其绝对值最大不超过5.而图2-11中,函数y=f(x)在区间(a,b)内的取值没

有界限,其绝对值可以无限地大.图2-10中的函数称为有界函数,图2-11中的函数称为无界

函数.
一般的,设函数f(x)在数集D 上有定义,如果存在正数M,使得对于 ∀x∈D,所对应的

函数值f(x)都满足 f(x)≤M,则称函数f(x)在D上有界.如果这样的M 不存在,则称函

数f(x)在D 上无界.

图2-10   图2-11

例如,函数y=3x+1在[0,2]上是有界的.因为对于 ∀x∈[0,2],都有1≤y≤7成立,

即 y ≤7,这里取M=7,当然也可以取8,9或者更大的数.另外一些三角函数也是有界的,比

如y=sinx,y=cosx,y=arcsinx,y=arctanx等.而函数y=1x
是无界的,因为不存在这样的

M,使得对于任意x都有 1
x ≤M 成立.

3.函数的奇偶性

对于函数f(x)=2x,有f(-x)=-2x,即f(-x)=-f(x),它的图像关于原点对称(如

图2-12所示);而对于函数f(x)=x2,有f(-x)=f(x),它的图像关于y轴对称(如图2-13所

示).
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26   高等数学(上册)

图2-12   图2-13

设函数f(x)的定义域D 关于原点对称,若对于 ∀x∈D,恒有f(-x)=f(x),则称函数

f(x)为偶函数.如果对于 ∀x∈D,恒有f(-x)=-f(x),则称函数f(x)为奇函数.
奇函数的图像关于原点对称,偶函数的图像且关于y轴对称.
需要指出,除了奇函数和偶函数外,还存在非奇非偶函数,也存在既奇又偶函数.例如,函

数f(x)=x+1既不是奇函数,也不是偶函数.常值函数f(x)=0既是奇函数又是偶函数.
例5 判断下列函数的奇偶性:

(1)f(x)=x3

(2)f(x)=x4+2x2+1
(3)f(x)=x3+1
解  (1)函数的定义域为(-∞,+∞)且关于原点对称,由于

f(-x)=(-x)3=-x3=-f(x),

所以f(x)=x3 是奇函数.
(2)函数的定义域为 (-∞,+∞)且关于原点对称,由于

f(-x)=(-x)4+2(-x)2+1=x4+2x2+1=f(x),

所以f(x)=x4+2x2+1是偶函数.
(3)函数的定义域为 (-∞,+∞)且关于原点对称,但

f(-x)=(-x)3+1=-x3+1≠-f(x),且f(-x)≠f(x),

所以f(x)=x3+1既不是奇函数,也不是偶函数.

4.函数的周期性

观察y=sinx的图像(如图2-14所示),在这个函数的定义域内,每个长度为2π的区间上

的函数图像形状相同.体现在函数上就是对任意的x,sin(x+2π)=sinx都成立.

图2-14
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一般地,对于函数f(x),如果存在不为零的常数T,使得对于定义域内的任何一点x,恒

有f(x+T)=f(x)成立,则称函数f(x)为周期函数,T称为函数f(x)的一个周期,通常所说

周期函数的周期是指最小正周期.

y=sinx是周期为2π的周期函数.
周期性是宇宙的固有特性,有很多函数是周期函数,中学里学习的三角函数都是周期函数

(具体内容可参考第1章的1.2节).

2.1.5 初等函数

1.反函数的概念

对于函数y=x-2,当x每取一个确定的值x0时,y都有唯一确定的值(x0-2)与它相对

应;反过来,若由此式解出x=y+2,当y每取一个确定的值y0 时,x都有唯一确定的值 (y0+
2)与它对应.从而得到一个以y为自变量,以x为因变量的新的函数x=y+2,称函数x=y+
2为函数y=x-2的反函数.

定义2 设函数y=f(x)的定义域为D,其值域为Df,若对于∀y∈Df,由y=f(x)能确

定唯一的x∈D 与其相对应,则得到一个定义域为Df,自变量为y的函数x=φ(y).称函数x

=φ(y)为函数y=f(x)的反函数,记为x=f-1(y),习惯上用x作自变量,y作因变量,因而y
=f(x)的反函数记为y=f-1(x),而将y=f(x)称为直接函数.

注:(1)f[f-1(y)]=y,f[f-1(x)]=x.
(2)函数y=f(x)的图像与它的反函数y=f-1(x)的图像关于直线y=x对称.
(3)若函数y=f(x)在区间I上单调增加或单调减少,则在I上存在反函数.且反函数与

直接函数具有相同的单调性.
例6 求函数y=e2x-1 的反函数.
解  直接函数的定义域为(-∞,+∞),值域为(0,+∞).以y为自变量,x为因变量,将

x用y 表示为x=12 1+ln( )y ,则所求的反函数为y=12 1+ln( )x ,其定义域为 (0,+∞).

例7 求函数y=3arcsin(πx)的反函数.

解 直接函数的定义域为 [-1π
,1
π
],值域为[-32π

,3
2π
].以y为自变量,x为因变量,将

x用y 表示为x=1πsin
y
3
,则所求的反函数为y=1πsin

x
3
,其定义域为 [-32π

,3
2π
].

2.复合函数的概念

先观察一个例子.设y=2sinu是u的函数,u=3t+π4
又是t的函数,如果把后一个函数关

系式代入前面的函数中就得到y=2sin(3t+π4
),该函数在物理学中表示振幅是2、角频率是3、

初相是 π
4

的简谐振动.由比较简单的函数通过这种方式所构成的较复杂的函数称之为复合函
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28   高等数学(上册)

数,这样的例子在应用中常常出现.
定义3 设函数y=f(u),定义域为U,u=φ(x),定义域为D,其值域为Dφ,且Dφ∩U≠

Ø.若对于D 的某子集中的任意一个x,有y=f[φ(x)]与之对应,称函数f[φ(x)]是由y=
f(u)和u=φ(x)复合而成的复合函数.其中u叫做中间变量.

实际上,函数的复合可以这样理解:输入x,经过第一个机器加工,输出u=φ(x),再把u值

输入第二个机器,最后输出y值(如图2-15所示).

图2-15

复合函数的定义域就是那些使得表达式f[φ(x)]有意义的x的集合.
例如,由y=eu,u=sinx复合而成的复合函数是y=esinx,它的定义域为(-∞,+∞).再如

y= u,u=1-x2 复合而成的复合函数是y= 1-x2,它的定义域是 [-1,1].
注:(1)不是任何两个函数都可以复合成一个复合函数的.例如y=arcsinu与u=x2+2就

不能复合成一个复合函数.
(2)形成复合函数的函数可以是两个以上.如y=lnu,u=sinv,v=x2,经过两次复合构成

函数y=ln(sinx2).
(3)利用复合函数的概念,可以把一个较复杂的函数拆分成几个简单的函数,一般要拆到

每个简单函数都是基本初等函数,或由基本初等函数经过四则运算而成的函数.这种拆分的方

法在计算导数和积分时很有用.

3.初等函数的概念

定义4 由常数和基本初等函数经过有限次的四则运算和有限次的复合运算所构成的并

能用一个式子表示的函数,称为初等函数.
经常遇到的函数大多都是初等函数,例如y=e-x2,y=sin2x,y=lncosx4等都是初等函数.
多项式函数f(x)=a0+a1x+a2x2+…+anxn 是用处相当广泛的初等函数.它包括常值

函数、线性函数、二次函数和三次函数等等.

有时也会遇到一些用分段函数表示的非初等函数.例如分段函数y=
x+1 x≥0
x-1 x<{ 0

不是

初等函数.

2.1.6 函数与数据拟合

现实生活中,经常可以得到一些数据(通过实际调查或者试验得到,有些是实际统计而得),
为考察这些实际数据之间的关系,需要用某一已知的函数(与这些数据之间的关系比较接近)去
拟合这些数据.例如某一城市近十年来人口数如下表:
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序号 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

年限 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008

人口(百万) 4 4.1 4.14 4.25 4.3 4.5 4.67 4.7 4.8 4.9

  如何确定用哪一类函数拟合这些数据呢? 一个简单直观的办法就是用年的序号作为横坐

标,用人口数作为纵坐标,画出这些数据组成的图形(这样的图形称为散点图),观察散点图类似

于什么函数,就用什么函数拟合,本例的散点图(如图2-16所示)类似于一条直线,就用线性函

数y=ax+b来拟合.系数a,b如何确定呢? 一个简单(但不是最好)的办法就是随便带入两点

的数值,确定系数a,b,这样做的结果一是带入不同的点,得到不同的线性函数,二是误差无法

控制.最理想的办法是确定一个线性函数,使得这些数据与该线性函数对应点的数据误差总和

最小,这种方法称为最小二乘法,学完多元微积分后就可以在理论上理解这种方法了(有的称这

种做法为曲线回归,若拟合的函数是线性函数,就称为线性回归).用一般的数学软件(如

Mathematica)指令就可简单地确定其系数.本例拟合的结果是0.104606x+3.96527,据此预

测2015年该市的人口为5.63897(百万人).具体做法见附录A2.

图2-16

2.1.7* 几种经济学中的常用函数

1.需求函数

市场对某种商品的需求数量受多种因素制约,如购买者的收入状况、商品质量的好坏等等.
当一个时期内个人收入、商品质量等因素保持恒定状态情况下,市场对某种商品的需求量Q 主

要依赖于商品的价格P,于是Q 是P 的函数,经济学上称Q 为需求函数,记作Q=f(P).
常见的需求函数有:
线性函数 Q=b-aP, 

反比例函数 Q= a
P+c-b,

幂函数 Q=a-bP2,
指数函数 Q=Ae-bP,

其中a,b,c,A 是正常数.
有时也称Q=f(P)的反函数P=f-1(Q)为需求函数,因为它从另一侧面反映了价格与需
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求量之间的关系.

2.供给函数

在一定时期内,卖方将某种商品投放市场的供给量Q受多种因素制约,如果忽略次要因素,商
品的价格是主要因素,这样供给量Q就是价格P的函数,称Q为供给函数,记作Q=g(P).

常见的供给函数有:
线性函数 Q=aP-b,
幂函数 Q=kPa,
指数函数 Q=aebP,

其中a,b,k为正常数.

3.总收益函数

设某种商品的价格为P,销售量为Q,则销售这些商品的总收益为R=QP.
因为销售量即买方的需求量Q=f(P),其反函数为P=f-1(Q),记作P=P(Q),于是总收

益R 可以是销售量Q 的函数,即R=Q·P(Q),也可以是价格P 的函数,即R=f(P)·P.

4.总成本函数

生产一定数量的商品所需的全部资源投入(劳动力、原材料、设备等)的总费用C 称为总成

本,它是固定成本C1与可变成本C2的总和.一般来说,固定成本C1与商品量Q无关,而可变成

本C2 与商品量Q 有关,于是总成本C为

C=C1+C2(Q),
称为总成本函数.

5.总利润函数

总收益R、总成本C和总利润L 之间的关系是 
L=R-C.

【知识与能力拓展】

1.学习 Mathemacica软件的基本界面知识.
2.学习 Mathemacica环境下的自定义函数.
3.学习 Mathemacica环境下的函数作图.
4.学习直方图、饼图、柱状图的画法.
5.上机演练:
(1)已知函数f(x)=ex +2xtanx,求f(3x).

(2)做出函数f(x)=sinxx
和f(x)=xsinx在 [-2,2]的图像.

6.函数概念的发展与形成

1637年,笛卡尔创立了解析几何,为函数概念的产生奠定了基础.17世纪后期,莱布尼茨

使用“function”(函数)一词表示曲线上点的横坐标、纵坐标、切线长等几何量;牛顿使用 “流量”
来表示变量间的对应关系.莱布尼茨、牛顿等人虽然仅在几何直观上对函数进行了描绘,没有

抽象出函数的一般概念,但却为此后函数概念的形成做出了重要的贡献.
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18世纪欧拉在伯努利所做工作的基础上,给出了较有代表性的函数定义:“一个变量的函

数是由这个变量和一些数即常数以任何方式组成的解析表达式.”伯努利、欧拉对函数概念进行

了明确定义,却仍然停留在代数观念上认识函数.
19世纪,柯西首先从定义变量角度给出了函数定义,不久傅里叶发现某些函数也可用多个

式子表示,接着狄利克莱又一次拓广了函数的概念,明确了函数的对应关系,指出对于区间上每

一个x的值,y都有一个确定的值与之对应,则称y是x的函数.这就是函数的经典定义.而后

随着康托集合论的创立,维布伦用“集合”和“对应”的概念给出了近代函数的定义,通过集合的

概念把函数的对应关系、定义域及值域进一步具体化和广义化,打破了“变量是数”的局限.
直到20世纪,函数概念才基本成形.现代函数定义指出,若对集合 M 中的任一元素x,总

有集合N 中确定的元素y 与之对应,则称y是x 的函数,记为y=f(x).x称为自变量,y称为

因变量.
7.对数函数与地震波

地震震级M 表示了在一次地震中所释放的能量多少,它与地震能量E(单位为10-7J,J为

焦耳)有如下的关系式:lgE=11.8+1.5M.因此,地震能量以101.5M 的比例增加,每增加1个震

级,地震能量将增加32倍;若增加2个震级,地震能量则增加1000倍.由于地壳可以积蓄的应

变能是有限的,因此,地震的震级不可能无限增加,迄今为止几乎没有超过9级的地震.

【学习效果评估】

(A)

1.求下列函数的定义域:

(1)y= 3+x
3-x        (2)y= 1

ex -1

(3)y= ln(x-2) (4)y=arcsinx+tanx

2.已知函数f(x)= 1
x+3

,求f(1),f(x2),ff(x( )),f(x( )) -1.

3.设函数f(x)=
2x -1<x<0
2 0≤x<1

x-1 1≤x≤

ì

î

í

ï
ï

ïï 3

,求f(3),f(0),f(-0.5).

4.判断下列各组函数是否相同.

(1)f(x)=x
x
,g(x)=1     (2)f(x)=x+1,g(x)=x2-1

x-1

(3)f(x)= x2,g(x)=(x)
2 (4)f(x)= x-1

x-3
,g(x)= x-1

x-3
5.指出下列函数中哪些是奇函数,哪些是偶函数,哪些是非奇非偶的函数.
(1)y=x4-2x2    (2)y=sinx-cosx

(3)y=e
x +e-x

2     (4)y=3x2+5x5+1

(5)y=1x
·cosx   (6)y=sinx+cosx
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(7)y=-log2 1+x( )2  (8)y=lnx-1
x+1

6.判断下列函数的有界性.
(1)y=xμ (μ为非零有理数)
(2)y=ax2+bx+c(a≠0)
(3)y=ax (a>0且a≠1)
(4)y=logax(a>0且a≠1)
(5)y=Asin(ωx+μ)(A,ω,μ为常数)
(6)y=tanx
7.试证下列函数在区间 (0,+∞)内单调增加.
(1)y=3x-6   (2)y=2x-1    (3)y=lnx+x
8.求下列函数的反函数.
(1)y=ax+b(a≠0)  (2)y=

3
x2+4(x>0)

(3)y=2sin3x (0<x< π6
)  (4)y=ln(x+4)

9.判断下列函数是由哪些简单函数复合而成.
(1)y=cos3(1-2x) (2)y=ln(arcsin x)

(3)y=sin3(x2) (4)y= cotx
2

10.判断下列函数中哪些是初等函数.
(1)y=2x+1 (2)y=log2x

(3)y=x2+sinx (4)y=
4x x>0

-4x+1 x<{ 0
(5)y=sin2x (6)y=cosx-cossin2x

(B)

1.已知函数f(x)的定义域为 (0,1),求函数fe( )x 的定义域.
2.设函数y=f(x)是定义在 [-1,1]上的函数,求函数fx+( )1 及f(x)+1的定义域.
3.已知函数f(x+5)=x2+2x+1,求f(x).

4.已知函数fsinxæ

è
ç

ö

ø
÷

2 =cosx+1,求fcosxæ

è
ç

ö

ø
÷

2 .

5.已知f(x)为奇函数,判断函数F(x)与G(x)的奇偶性,其中

F(x)=f(x)e
x +e-x

2
,G(x)=f(x2)e

x +e-x

2 .

6.下列函数中哪些是周期函数? 对周期函数指出其周期.

(1)y=sin2x  (2)y=sin1x   (3)y=1+cosπ2x

7.设函数f(x)为定义在 (-1,1)内的奇函数,且函数f(x)在 (0,1)内单调增加,证明函

数f(x)在 (-1,0)内也单调增加.

8.验证函数y=1-x
1+x

的反函数就是它本身.

东
软
电
子
出
版
社



第2章 函数、极限与连续  33   

9.判断下列函数中哪些是初等函数.
(1)y=1+x+x2+… (-1<x<1)
(2)y=|x|

(3)y=
0, x∈Q
1, x∈{ I

 (Q 表示有理数,I表示无理数)

(C)

1.某市电话局规定收费标准为:当月所打电话次数不超过30次时,只收月租费25元.超过30
次时,每次加收0.20元,请用函数表示收取的电话费y与用户当月所打电话次数x的关系.
2.把截面直径d=20cm的圆形木料锯成矩形木料,设矩形的一条边长是xcm,另一条边

长ycm,试用解析式写出y关于x 的函数(如图2-17所示).

图2-17

3.有一工厂A 与铁路的垂直距离为a 公里 ,它的垂足B 到火车站C 的铁路长为b公里 ,工

厂的产品必须经火车站C 才能转销外地 .已知汽车运费是m 元/吨公里 ,火车运费是n元/吨公

里(m>n).为节省运费,想在铁路上修一转运站 M,试将运费表示为距离|BM|的函数(如图

2-18所示).

图2-18

图2-19

4.如图2-19所示,一个边长为a,b(a>b)的长方形被平

行于边的两条直线所分割,其中长方形的左上角是一个边长

为x的正方形,试用解析式将图中的阴影部分的面积S 表示

成x 的函数(如图2-18所示).
5.一种商品共20件,采用网上集体议价的方式销售.规

则是这样的:商品的单价随着订购量的增加而不断下降,直至

底价.每件商品的价格x(元)与订购量n(件)的关系是x=
100+50/n.比如,在规定时间内只订购一件 (n=1),单价就

是150元;而如果20件商品都被订购(n=20),单价就只有

102.5元了.
(1)请写出该商品的销售总金额y(元)与销售件数n之间的函数关系;
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(2)求购买10件时的销售总金额.
(提示:商品的销售总金额随销售件数的变化而变化,关系式为销售总金额=单价*销售

量).
6.已知生产某种商品的成本函数和收入函数分别为:

C=10-8Q+Q2,R=4Q(单位,万元)
(1)求该商品的利润函数及销量为6台时的总利润;
(2)确定该商品销量为7台时是否赢利.

7.某商店规定,某种商品一次性购买20kg以下按零售价格50元/kg销售;若一次性购买

量满20kg,可打9折;若一次性购买量满40kg,可按40元/kg的更优惠价格供货.
(1)试写出支付金额y(元)与购买量x(kg)之间的函数关系式;

(2)分别求出购买15kg和35kg应支付的金额.

8.下表是某人患病后测量体温的部分值,其中T 是时间t(小时)的摄氏温度.

t 0 2 4 6 8 10 12 14

T 37.5 39.5 39.8 41.1 39.7 39.5 37.5 35.3

  (1)画出该病人体温变化的散点图.
(2)观察该病人体温变化的规律,猜测用什么样的函数描述这种规律比较切合实际.
(3)用数学软件拟和该函数.
(4)推测该病人得病9小时的体温.
9.某学院上演一出戏剧.演出x天后获利P (元),其相关数据在下表中给出.

天数x 0 90 180 270 360 450

利润P -100 560 872 870 548 -100

  
(1)作表中数据的一个散点图.
(2)确定表中数据是否近似拟合一个二次函数.
(3)用数据点(0,-100),(180,872)和(360,548),求一个二次函数与表中数据拟合.
(4)用所拟和函数计算225天后的利润.

2.2 函数的极限

  本节通过观察图形和列表给出表达函数变化趋势的量———极限的描述性定义.以此为基

础讨论了无穷小和无穷大时的基本概念和性质.

【知识目标】

理解极限的概念,记忆极限的基本性质,理解无穷小和无穷大的基本概念和性质.
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【能力目标】

能通过观察图像和列表,结合无穷小和无穷大的相关结论计算函数的极限.

【案例引入】

极限是微积分学的基础,微积分学中几乎所有基本概念(包括连续、导数、微分、积分等)都

是建立在极限概念的基础之上.事实上,微积分学创立之初,牛顿、莱布尼茨等人并没有给出极

限的严格定义,直到19世纪由柯西、维尔斯特拉斯等人才给出极限的严格定义.但这并没有拖

慢微积分学的发展进程,即便没有严格极限定义,微积分学仍然在相当长一段时间内,在争议中

迅速发展,为社会生产实践的各个领域做出了重要贡献.
引例1(刘徽割圆术) 极限的思想可以追溯到古代.早在我国魏晋时期,刘徽就提出了著

名的“割圆术”,这是建立在直观基础上的一种原始的极限思想的应用.在计算半径为R 的圆的

面积时,刘徽提出:“割之弥细,所失弥少,割之又割以至于不可割,则与圆合体而无所失矣”.刘

徽的思想可理解为用圆的内接正n边形的面积Sn来近似圆的面积S(如图2-20所示),并不断

增加正n边形的边数,利用一个不断变化的量(正n边形的面积Sn)来计算一个常数(圆的面积

S).在这个过程中,随着正n边形边数n 的增加,正n边形的面积Sn越来越接近圆的面积S.这

个常量S在数学上称为是变量Sn当n 无限增大时的极限.也就是说,极限是某个不断变化的变

量(正n边形的面积Sn)的变化趋势(圆的面积S).

图2-20

引例2 考察函数f(x)=1-x2
1+x.该函数在x=-1处没有定义.通过列表和图像来观察

当x越来越接近于-1时,对应的函数值f(x)=1-x2
1+x

的变化趋势.

列表:

x -1.1 -1.01 -1.001 -1.0001 … -0.9999 -0.999 -0.99 -0.9

f(x) 2.1 2.01 2.001 2.0001 … 1.99999 1.999 1.99 1.9
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  作图(如图2-21所示):

图2-21

通过列表和图像可以看出,无论x从左侧还是右侧接近 -1时,对应的函数值趋于一个固

定的常数2.于是称常数2是函数f(x)=1-x2
1+x

当x 趋于-1时的极限,记作

lim
x→-1

f(x)=2.

引例3 考察函数f(x)=1x
,讨论当 x 不断增大时,对应的函数值f(x)=1x

的变化

趋势.
列表:

x 10 100 1000 10000 100000 1000000 ……

f(x) 0.1 0.01 0.001 0.0001 0.00001 0.000001 ……

x -10 -100 -1000 -10000 -100000 -1000000 ……

f(x) -0.1 -0.01 -0.001 -0.0001 -0.00001 -0.000001 ……

  作图(如图2-22所示):

图2-22

通过列表和图像可以看出,当 x 无限增大(记为x→ ∞ ),即x与原点距离无限增大时,

对应的函数值都趋于一个固定的常数0.于是称常数0是函数f(x)=1x
当x 趋于无穷大时的

极限,记作

lim
x→∞

f(x)=0.
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根据引例1、引例2、引例3中对函数极限的讨论,以下给出函数极限的描述性定义 〔1〕.

【知识正文】

2.2.1 自变量趋于有限值时函数的极限

定义1 设函数f(x)在x0 附近有定义(可以在x0 处没有定义),如果当x无限接近于x0

(但x≠x0)时,对应的函数值f(x)无限地接近于某一固定的常数A,则称当x趋近于x0 时,

f(x)的极限是A,记作

lim
x→x0

f(x)=A.

例如,对于常值函数f(x)=C,通过列表和图像观察可知lim
x→x0

C=C;又如,对于正比例函数

f(x)=x,通过列表和图像观察可知lim
x→x0

x=x0.

极限描述了函数的变化趋势,极限值和函数值是两个不同的概念.比如引例2中,尽管函

数f(x)=1-x2
1+x

在x=-1处无定义,但当x趋近于-1时,对应的函数值f(x)=1-x2
1+x

无限

趋近于2,所以当x趋近于-1时该函数的极限值为2.也就是说,虽然函数f(x)=1-x2
1+x

在

x=-1处无定义,但当x→-1时函数的极限值却是存在的.

图2-23

需要注意的是,在x无限接近于x0 的过程中,既包

括从x0的左侧趋近于x0(此时x<x0),也包括从x0的

右侧趋近于x0(此时x>x0).lim
x→x0

f(x)=A是指x不论

以何种方式趋近于x0,函数f(x)的变化趋势都是无限

地接近A.但有些函数并不具有这样的性质.比如函数

f(x)=
x x<0
2 x≥{ 0

,当x从左侧趋于0时,函数f(x)趋

于0;当x从右侧趋于0时,函数f(x)趋于2(如图2-23
所示).当x→0时这个函数的极限是不存在的.为了说

明这种情况,给出单侧极限的概念.
定义2 设函数f(x)在x0左侧附近有定义(可以在x0处没有定义),如果当x从x0左侧

无限接近于x0时(记作x→x-
0),对应的函数值f(x)无限地接近于某一固定的常数A,则称A

为函数f(x)当x→x-
0 时的左极限.记作

f(x-
0)=lim

x→x-
0

f(x)=A.

定义3 设函数f(x)在x0右侧附近有定义(可以在x0处没有定义),如果当x从x0右侧

无限接近于x0 时(记作x→x0+ ),对应的函数值f(x)无限地接近于某一固定的常数A,则称

A 为函数f(x)当x→x+
0 时的右极限.记作

〔1〕 函数极限的严格定义见本节知识能力拓展部分.
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38   高等数学(上册)

f(x+
0)=lim

x→x+
0

f(x)=A.

左极限和右极限统称为单侧极限.
结合极限的定义,对于单侧极限有如下结论:

lim
x→x0

f(x)=A⇔lim
x→x+

0

f(x)=lim
x→x-

0

f(x)=A.

例1 已知函数f(x)的图像如图2-24所示,通过图像讨论当x→-2,x→-1,x→0,

x→3时函数f(x)的极限.

图2-24

解 在x=-2处f(x)没有定义,但当x→-2时f(x)的左右极限存在且均等于0,所以

lim
x→-2

f(x)=0;

当x→-1时,由于 lim
x→-1-

f(x)=lim
x→-1+

f(x)=-1,所以lim
x→-1

f(x)=-1;

当x→0时,由于lim
x→0-

f(x)=-1,而lim
x→0+

f(x)=1,所以lim
x→0

f(x)不存在;

当x→3时,由于lim
x→3-

f(x)=-1,而lim
x→3+

f(x)=0,所以lim
x→3

f(x)不存在.

2.2.2 自变量趋于无穷大时函数的极限

引例2、引例3中分别给出的两个极限的区别在于一个是自变量趋于有限值时函数的极

限,另一个是自变量趋于无穷大时函数的极限.下面讨论自变量趋于无穷大时函数的极限.
定义4 设函数f(x)当 x 大于某一正数时有定义,当 x 无限增大(记作x→ ∞ )时,

对应的函数值f(x)无限接近于某一固定常数A,则称当x→ ∞ 时,f(x)的极限是A,记作

lim
x→∞

f(x)=A.
定义5 设函数f(x)在区间 (a,+∞)内定义,当x>0且 x 无限增大(记作x→+∞ )

时,对应的函数值f(x)无限接近于某一固定常数A,则称当x→+∞ 时,f(x)的极限是A,
记为

lim
x→+∞

f(x)=A.

定义6 设函数f(x)在区间 (-∞,b)内定义,当x<0且 x 无限增大(记作x→-∞ )
时,对应的函数值f(x)无限接近于某一固定常数A,则称当x→-∞ 时,f(x)的极限是A,
记为

lim
x→-∞

f(x)=A.

根据以上定义,结合引例3的表格与图像,有lim
x→∞

1
x =0,lim

x→+∞

1
x =0,lim

x→-∞

1
x =0.

注意到lim
x→∞

f(x)=A⇔lim
x→+∞

f(x)=lim
x→-∞

f(x)=A.
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例2 计算极限lim
x→-∞
arctanx与lim

x→+∞
arctanx.

解 根据第1章中所给出的函数f(x)=arctanx的图像可知,

lim
x→-∞
arctanx=-π2

,lim
x→+∞
arctanx=π2.

而lim
x→-∞
arctanx≠lim

x→+∞
arctanx,故lim

x→∞
arctanx不存在.

2.2.3 函数极限的性质

1.唯一性

若limf(x)=A 且limf(x)=B,则A=B.
这里的lim可以是lim

x→∞
也可以是lim

x→x0
.

该性质说明,在自变量的同一变化过程中,若函数极限存在,则极限值唯一.

2.局部有界性

若lim
x→x0

f(x)=A 存在,则在x0 附近(不包含x0 点),f(x)有界.

若lim
x→∞

f(x)=A 存在,则一定存在X>0,当|x|>X 时,f(x)有界.

3.局部保号性

以x→x0 为例.
若lim

x→x0
f(x)=A>0(或A<0),则在x0 附近(不包含x0 点),f(x)>0(或f(x)<0).

反之若f(x)≥0(或f(x)≤0),则lim
x→x0

f(x)=A≥0(或A≤0).

2.2.4 无穷小和无穷大

在日常的学习生活中,经常遇到“无穷小、无穷大”之类的表述,那么到底什么才是无穷小,
什么才是无穷大? 在微积分中应该怎样定义无穷小和无穷大呢? 实际上,这个问题在历史上有

许多著名学者做出过解释,比如牛顿曾认为“无穷小是比任何数的绝对值都要小的数”,莱布尼

茨曾认为“无穷小有时是零,有时却不是零”,从现代数学的角度来看,这些解释都不尽如人意.
直到极限的概念确立之后,人们才看清无穷小的本质.

早在我国春秋战国时期,《庄子·天下篇》中就提出了一个有关无穷小的命题:“一尺之棰,
日取其半,万世不竭”.其含义是:“一尺之棰”,今天取其一半,明天取其一半的一半,如是“日取

其半”,总有一半留下,所以“万世不竭”.一尺之棰是一有限的物体,但它却可以无限地分割下

去,其剩余的长度是一个无穷小.这个辩论讲的是有限和无限的统一,有限之中有无限,其中正

体现了“无穷小”的思想.下面对这一过程进行数学抽象:设棰之剩余长度为y,天数为x,则依

据此话的含义,y与x 应具有函数关系y= æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

x
,以极限的角度来看,当x→+∞ 时此函数的

极限为零.因此,可以从极限的角度来理解无穷小,认为无穷小是一个以零为极限的函数.

1.无穷小

定义7 如果函数f(x)当x→x0(或x→ ∞ )时的极限为零,则称函数f(x)为当x→x0
(或x→ ∞ )时的无穷小.
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因为lim
x→0

x=0,所以函数f(x)=x为当x→0时的无穷小;因为lim
x→∞

1
x=0,所以函数f(x)

=1x
为当x→ ∞ 时的无穷小.

应特别注意,不要把无穷小与很小的数混为一谈.因为无穷小是在自变量的某一变化过程

中,以零为极限的变量,而不是绝对值很小的数.0似乎是可作为无穷小的唯一一个数,因为它

的极限是零,但0作为无穷小量时,指的是函数值为0的常值函数.
关于无穷小有如下定理 〔1〕.
定理1 对于函数f(x),limf(x)=A(A为常数)的充要条件是f(x)=A+α,其中α是无

穷小.
定理2 有限个无穷小的代数和仍是无穷小.
定理3 有限个无穷小的乘积仍是无穷小.
由定理3得,因为xn =x·x·…·x(n个x 相乘),且lim

x→0
x=0,所以xn 是当x→0时的无

穷小;又因为 1
xn = 1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
n
,且lim

x→∞

1
x =0,所以 1

xn 是当x→ ∞ 时的无穷小.

定理4 有界函数与无穷小的乘积仍是无穷小.
下面用具体的例子说明定理4的应用.

例3 求极限lim
x→0

xsin1x.

解  因为 sin1x ≤1,所以sin1x
为有界函数.而当x→0时,x为无穷小,故当x→0

时,xsin1x
为无穷小,即lim

x→0
xsin1x =0.

常数可以看作有界函数的特例,所以有如下的推论:
推论 常数与无穷小的乘积仍是无穷小.

2.无穷大

例4 通过列表和图像讨论函数f(x)=1x
当x→0时的极限.

解 列表:

x -1 -0.1 -0.01 -0.001 … 0.001 0.01 0.1 1

f(x) -1 -10 -100 -1000 … 1000 100 10 1

  作图如图2-22所示.

通过列表和作图可以看出,当x→0时, 1
x

无限增大,此时称 1
x

为x→0时的无穷大.

定义8 如果函数f(x)当x→x0(或x→∞ )时,对应的函数值 f(x) 无限增大,则称函

数f(x)为当x→x0(或x→ ∞ )时的无穷大,记作

〔1〕 定理1至定理4的证明需要使用极限的严格定义,因此本书不给出证明.证明过程请参考其它教

材.
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lim
x→x0

f(x)=∞ (或lim
x→∞

f(x)=∞ ).

在例4中,函数f(x)=1x
为当x→0时的无穷大,即lim

x→0

1
x =∞.

如果将定义8中的 f(x) 无限增大换成f(x)>0且f(x)无限增大,则称函数f(x)为

当x→x0(或x→ ∞ )时的正无穷大,记作

lim
x→x0

f(x)=+∞ (或lim
x→∞

f(x)=+∞ );

如果将定义8中的|f(x)|无限增大换成f(x)<0且 f(x) 无限增大,则称函数f(x)
为当x→x0(或x→ ∞ )时的负无穷大,记作

lim
x→x0

f(x)=-∞ (或lim
x→∞

f(x)=-∞ ).

在例4中有lim
x→0+

1
x =+∞,lim

x→0-

1
x =-∞.

需要注意的是,若x→x0(或x→ ∞)时函数极限为无穷大,并不意味着该函数的极限存

在,只能说明当x趋近于x0 时,函数值的绝对值在不断增大.无穷大(∞ )仅仅表示一个趋势,
不能与很大的数(如一千万,一亿等)混为一谈.

由前面的例子注意到:函数f(x)=x为x→0的无穷小;而其倒数 1
f(x)=

1
x

为x→0的无

穷大.事实上,无穷大与无穷小之间有如下关系:

定理5 在自变量的同一变化过程中,若函数f(x)为无穷大,则函数 1
f(x)为无穷小;反

之,若函数f(x)为无穷小,且f(x)≠0,则函数 1
f(x)为无穷大.

例如,由对数函数f(x)=lnx的图像可知lim
x→+∞
lnx=+∞,所以lim

x→+∞

1
lnx=0.

【知识与能力拓展】

1.深入学习用 Mathematica软件求极限的各种指令,并了解默认参数项的具体含义.
2.上机演练:利用 Mathematica软件验证本节例题中涉及到的极限.
3.函数极限的严格定义(ε-δ语言)是由维尔斯特拉斯给出的,定义如下:
定义9 lim

x→x0
f(x)=Α⇔对∀ε>0,∃δ>0,当0< x-x0 <δ时,恒有 f(x)-Α <

ε成立.

图2-25

该定义的几何意义:当x 进入x0 的δ去心邻域U
°
(x0,δ)

时,函数f(x)全部落在y=Α-ε和y=Α+ε之间(如图2-25所

示).
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  定义10 lim
x→x0

+
f(x)=Α⇔对∀ε>0,∃δ>0,当x0<x<x0+δ时,恒有 f(x)-Α <

ε成立.
lim
x→x0

-
f(x)=A⇔ 对 ∀ε>0,∃δ>0,当x0-δ<x<x0时,恒有 f(x)-A <ε成立.

定义11 lim
x→∞

f(x)=A⇔ 对 ∀ε>0,存在正数X,当 x >X时,恒有 f(x)-A <ε.

定义9、定义10、定义11借助不等式,通过ε和δ之间的关系,定量地、具体地描述了两个

“无限过程”之间的联系.因此,这样的定义是严格的,至今仍在数学分析书中使用.

4.无穷小量与极限概念的确立

牛顿之前,已经有许多数学家运用无穷小量进行研究.法国数学家运用无穷小量得出了令

人惊奇的正确结论.可是无穷小量是什么? 没有人解释得清楚.

费马

(1)神奇的费马证明.从古希腊到文艺复兴,大家都认为,周长一定的

矩形以正方形围成的面积最大.这是一个完全正确的命题.但是,没有人能

够证明它.费马(Fermat,Pierrede,1601~1665)运用无穷小量加以论证.
什么是无穷小量,当时人们的认识是,它是任意小却不等于0的量.也就是

“既是0又不是0的量”.且看费马论证的过程.
证明:如果矩形的半周长为A,且两边为A-B 和B 时面积最大,要证

明它是正方形,只需证明A=2B 即可.任取无穷小量E,那么可以猜想(一
个天才的想法)

B(A-B)=(B+E)[A-(B+E)].
费马认为,在变量取得最大值或最小值的地方,运动都是稳定的.自变量加一个无穷小E

进去,不会变化.这就好像我们在二楼,看见一楼的人向上丢一只皮球,当球在最高点时,好像

一刹那是不动的,很稳定.于是,这样一个明明不等的式子,因为E 是无穷小量,就似乎是合理

的.下面的证明更精彩.
于是右端展开,得

B(A-B)=BA-B2+AE-2BE-E2.
整理得

(A-2B)E-E2=0.
因为E≠0,约去E,得

A-2( )B -E=0.
又因为E 无限小,可以略去,得到结论A=2B.证毕.
这段论证,在逻辑上确实是不可接受的.一会说无穷小量E 不是0,一会儿又说E 可以略

去即等于0,前后矛盾.
(2)贝克莱主教的批评.和费马同时代的数学家都普遍地使用无穷小量分析.在牛顿正式

创立微积分的许多论述中,也大量使用这种无穷小量的方法,例如,在瞬时速度概念中,究竟Δt
是否等于零? 如果是零,怎么用它去作除法呢? 如果不是零,又怎么能把包含着它的那些项去

掉呢? 后人不断地批评这种演算.最严厉的批判来自英国的贝克莱(Berkeley,1685~1753)大
主教.1734年,贝克莱以“渺小的哲学家”之名出版了一本标题很长的书《分析学家:或一篇致一

位不信神数学家的论文,其中审查一下近代分析学的对象、原则及论断是不是比宗教的神秘、信
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仰的要点有更清晰的表达,或更明显的推理》.在这本书中,贝克莱对牛顿的理论进行了攻击,
他嘲笑无穷小量是“已死量的幽灵”.马克思在他的《数学手稿》中也说,把无穷小量像0一样略

去,是“暴力镇压”.数学史上把贝克莱德问题称之为“贝克莱悖论”.笼统地说,贝克莱悖论可以

表述为“无穷小量究竟是否为0”的问题:就无穷小量在当时实际应用而言,它必须既是0,又不

是0.但从形式逻辑而言,这无疑是一个矛盾.这一问题的提出在当时的数学界引起了一定的

混乱,由此导致了第二次数学危机的产生.

柯西

(3)极限概念的确立.无穷小量引起的矛盾,在于把它看成一个静止的

量.在今天看来,无穷小量是一个变化过程,它的归宿是0,即一个极限为0
的变量.作为变量,在变化过程中并不是0,只是和0无限接近.这个问题

能够得以解决归功于严格极限理论的确立.
19世纪,法国数学家柯西在罗宾斯、达朗贝尔、罗依里埃、波尔查诺等

人所做工作的基础上,比较完整地阐述了极限概念及其理论,他指出:“当一

个变量逐次所取的值无限趋于一个定值,最终使变量的值和该定值之差要

多小就多小,这个定值就叫做所有其他值的极限值,特别地,当一个变量的

数值(绝对值)无限地减小使之收敛到极限0,就说这个变量成为无穷小.”
柯西把无穷小视为以0为极限的变量,这就澄清了无穷小“似零非零”的模糊认识.这就是

说,在变化过程中,它的值可以是非零,但它变化的趋向是“零”,可以无限地接近于零.
柯西试图消除极限概念中的几何直观,作出极限的抽象定义.但柯西的叙述中还存在描述

性的词语,如“无限趋近”、“要多小就多小”等,因此还保留着几何和物理的直观痕迹,没有达到

彻底严密化的程度.
为了消除极限概念中的直观痕迹,维尔斯特拉斯提出了极限的静态的定义(见定义9),给

微积分提供了严格的理论基础.
———摘自整理《情真意切话数学》、《数学文化赏析》

【学习效果评估】

(A)

1.函数f(x)的图像如图2-26所示,根据图像求下列极限值或函数值,若不存在,说明

理由.

图2-26

(1)lim
x→0+

f(x)      (2)lim
x→0-

f(x)

(3)lim
x→0

f(x) (4)f(0)

东
软
电
子
出
版
社



44   高等数学(上册)

(5)lim
x→-2+

f(x) (6)lim
x→-2-

f(x)

(7)lim
x→-2

f(x) (8)f(-2)

(9)lim
x→-1+

f(x) (10)lim
x→-1-

f(x)

(11)lim
x→-1

f(x) (12)f(-1)

(13)lim
x→1+

f(x) (14)lim
x→1-

f(x)

(15)lim
x→1

f(x) (16)f(1)

2.函数f(x)的图像如图2-27所示,根据图像求下列极限值,若不存在,说明理由.

图2-27

(1)lim
x→-2+

f(x) (2)lim
x→-2-

f(x)

(3)lim
x→-2

f(x) (4)lim
x→-0+

f(x)

(5)lim
x→0-

f(x) (6)lim
x→0

f(x)

(7)lim
x→2+

f(x) (8)lim
x→2-

f(x)

(9)lim
x→2

f(x)

3.下列函数在什么情况下是无穷小? 在什么情况下是无穷大?

(1)x3(2)x6   (3)1x    (4)1x2   
(5)12x

4.利用无穷小的性质计算下列极限.

(1)lim
x→0

x2sin1x
(2)lim

x→0
xcoscot( )x

(3)lim
x→∞

cosx2
x

(4)lim
x→∞

arctanx
x3

(B)

1.下列函数在什么情况下是无穷小? 在什么情况下是无穷大?

(1)-3x5   (2)x(x-1)  (3)æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

x

  (4)ex

2.计算极限lim
x→0
3x4f(x),其中f(x)=

1, x≥0

-1, x<{ 0
.
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(C)

1.一位病人每四小时需要注射150毫克的抗生素.图2-28显示抗生素在病人血液中的浓

度f(t)与时间t的函数关系.请计算极限lim
t→12+

f(t)与lim
t→12-

f(t),并说明它们的含义.

图2-28

2.3 极限运算法则

  本节介绍函数极限的运算法则以及极限的几种基本计算方法.

【知识目标】

理解函数极限的四则运算法则和复合函数的极限法则.

【能力目标】

运用极限运算法则计算几种基本类型的极限.

【案例引入】

在2.2节介绍了利用列表和作图来观察函数极限的方法.这种方法对于计算一些较为复

杂函数的极限是有局限性的.那么,是否有更好的方法来计算较为复杂的函数的极限呢?

引例 观察下列函数的图像(如图2-29所示),讨论它们当x→0时的极限.

f(x)=12x-1,g(x)=-14x+1,

h1(x)=f(x)+g(x)=14x
,h2(x)=f(x)-g(x)=34x-2,

h3(x)=f(x)·g(x)=-18x
2+34x-1,h4(x)=f(x)

g(x)=
4
4-x-2.

从f(x)和g(x)的图像中可以观察到lim
x→0

f(x)=-1,lim
x→0

g(x)=1;从h1(x)和h2(x)的

图 像 中 可 以 观 察 到 lim
x→0

f(x)+g(x[ ]) = 0,lim
x→0

f(x)-g(x[ ]) =- 2, 此 时 恰 有

lim
x→0

f(x)±g(x[ ])=lim
x→0

f(x)±lim
x→0

g(x);从 h3(x)和 h4(x)的 图 像 中 可 以 观 察 到
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lim
x→0

f(x)g(x)=-1,lim
x→0

f(x)
g(x)=-1,此时恰有lim

x→0
f(x)·g(x)=lim

x→0
f(x)·lim

x→0
g(x),lim

x→0

f(x)
g(x)

=
lim
x→0

f(x)

lim
x→0

g(x)
.

于是推测,对于本例中所给出的两个函数f(x)和g(x),其极限的运算具有如下性质:

f(x)和g(x)和、差、积、商的极限等于f(x)和g(x)极限的和、差、积、商.那么除了f(x)和

g(x),这个性质对于其它函数是成立的吗? 如果成立,成立的条件是什么?

图2-29

东
软
电
子
出
版
社



第2章 函数、极限与连续  47   

【知识正文】

2.3.1 函数极限的四则运算法则

利用无穷小的性质以及函数极限的性质,可以证明函数极限有如下的四则运算法则:
若limf(x),limg(x)存在,则
(1)和的极限等于极限的和:

lim f(x)+g(x[ ])=limf(x)+limg(x).
(2)差的极限等于极限的差:

lim f(x)-g(x[ ])=limf(x)-limg(x).
(3)积的极限等于极限的积:

lim f(x)·g(x[ ])=limf(x)·limg(x).
显然,若f(x)=C(C为常数),则有limCg(x)=Climg(x),这说明常数可以提到极限号

外面.
(4)商的极限等于极限的商:

limf(x)
g(x)=

limf(x)
limg(x)

(其中limg(x)≠0).

例1 计算极限lim
x→2

x2-x+( )3 .

解  根据函数极限的四则运算法则,有

lim
x→2

x2-x+( )3 =lim
x→2

x2-lim
x→2

x+lim
x→2
3=lim

x→2
x·lim

x→2
x-lim

x→2
x+lim

x→2
3=2×2-2+3=5.

一般地,对于多项式函数f(x)=anxn +…+a1x+a0,有lim
x→x0

f(x)=f(x0).

例2 计算极限lim
x→1

x2+5x-7
4x3-3x

.

解  lim
x→1

x2+5x-7
4x3-3x =

lim
x→1

x2+5x-( )7

lim
x→1
4x3-3( )x =1

2+5×1-7
4×13-3×1=-1.

设有理分式函数f(x)=P(x)
Q(x)

,其中P(x)和Q(x)是多项式函数,且Q(x0)≠0,则

lim
x→x0

f(x)=
lim
x→x0

P(x)

lim
x→x0

Q(x)=
P(x0)
Q(x0)=f(x0).

由以上讨论,若f(x)是多项式或有理分式函数,且f(x)在x0 处有定义,则有lim
x→x0

f(x)=

f(x0).事实上,这个结论对于f(x)是基本初等函数的情况也是成立的.通过观察基本初等函

数的图像(见第1章的1.2节)得到如下结论:
对于基本初等函数f(x),当x→x0(x0在f(x)的定义域内)时f(x)的极限值等于f(x)

在x0 处的函数值f(x0),即lim
x→x0

f(x)=f(x0).

如lim
x→9

x= 9=3,lim
x→0
ex =e0=1,lim

x→e2
lnx=lne2=2,lim

x→π4

sinx=sinπ4= 2
2.
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2.3.2 复合函数的极限法则

对于初等函数形成的复合函数,有复合函数的极限法则:
设y=f g(x[ ]) 是由初等函数y=f( )u 和u=g(x)复合而成,且它在x0 的附近有定义.

若lim
x→x0

g(x)=u0,lim
u→u0

f( )u =A,则

lim
x→x0

f g(x[ ])=lim
u→u0

f( )u =A.

由复合函数极限法则可知,如果y=f( )u 和u=g(x)均为初等函数,且lim
x→x0

g(x)=u0,

lim
u→u0

f( )u =A,则它们形成的复合函数的极限计算可以使用换元法.比如,函数y=sin(1-x2)

可以看做由函数y=sinu及u=1-x2 复合而成的,当x→1时,易知lim
x→1
(1-x2)=0,且

lim
u→0
sinu=0,故有

lim
x→1
sin(1-x2) =

令u=1-x2

lim
u→0
sinu=0.

另外,由2.1节知,初等函数是由基本初等函数经过有限次的四则运算和复合运算形成的,
故结合之前的讨论有如下结论:

设初等函数f(x)在区间I上有定义(I称为f(x)的定义区间),x0 ∈I.则当x→x0 时

f(x)的极限值等于f(x)在x0 点处的函数值f(x0),即

lim
x→x0

f(x)=f(x0).

例3 计算极限lim
x→0

1+lncosx
sinx-1

.

解  由于f(x)=1+lncosxsinx-1
是初等函数,且x=0在其定义区间内,故由上述结论知f(x)

在x=0处的极限值就等于f(x)在x=0处的函数值.所以lim
x→0

1+lncosx
sinx-1 =

1+lncos0
sin0-1 =-1.

一般地,在计算极限lim
x→x0

f(x)时,如果f(x)是初等函数,并且x0 在f(x)的定义区间内,

则可直接将x0 代入到f(x)的表达式中计算f(x0),f(x0)就是所求的极限.这种计算极限的

方法称为直接代入法.

例4 求极限lim
x→3

x2-9
x-3

.

解 注意到x=3不在函数f(x)=x2-9
x-3

的定义区间内,所以不能使用直接代入法.因分

子及分母有公因子x-3,且x→3时,x≠3,x-3≠0,所以可以约去非零因子,再利用直接代

入法计算:

lim
x→3

x2-9
x-3=lim

x→3

(x+3)(x-3)
x-3 =lim

x→3
(x+3)=6.

一般地,对于初等函数f(x),计算极限lim
x→x0

f(x)时,若x0 不在f(x)的定义域内,如果分

子、分母有公因子,可考虑通过对函数的分子或分母进行分解因式,约掉非零因子,将其化为可

利用直接代入法求解的极限.这种方法称为因式分解法.
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例5 求极限lim
x→0

2+x- 2
x .

解 注意到x=0不在函数f(x)= 2+x- 2
x

的定义区间内,所以不能使用直接代入

法.通过分子或分母有理化的方法将原极限化为可利用直接代入法计算的极限:

lim
x→0

2+x- 2
x =lim

x→0

(2+x- 2)(2+x+ 2)
x(2+x+ 2)

=lim
x→0

x
x(2+x+ 2)

=lim
x→0

1
2+x+ 2

= 1
22

.

一般地,对于初等函数f(x),计算极限lim
x→x0

f(x)时,若x0 不在f(x)的定义域内且f(x)

中含有根式时,可考虑通过分子(分母)有理化来将其化为可利用直接代入法求解的极限.这种

方法称为分子(分母)有理化法.

例6 计算极限lim
x→∞

3x3+4x+2
7x3+5x-3

.

解  当x→∞时,函数的分子和分母都趋近于无穷大,把分子和分母同时除以x的最高次

幂x3,得

lim
x→∞

3x3+4x+2
7x3+5x-3=lim

x→∞

3+4x2+2x3

7+5x2-3x3
=
lim
x→∞
(3+4x2+2x3

)

lim
x→∞
(7+5x2-3x3

)
=3+0+0
7+0-0=37.

这种分子和分母同时除以x的最高次幂的方法称为分离无穷量法.

例7 计算极限lim
x→∞

x2+x+1
x3-2x-2

.

解  当x→∞时,函数的分子和分母都趋近于无穷大,把分子和分母同时除以x的最高次

幂x3,得

lim
x→∞

x2+x+1
x3-2x-2=lim

x→∞

1
x +1x2+1x3

1-21x -21x2
= 0+0+0
1-2×0-2×0=0.

例8 计算极限lim
x→∞

x5+4x3+2x
9x3-3x2+4x

.

解  当x→∞时,函数的分子和分母都趋近于无穷大,把分子和分母同时除以x的最高次

幂x5,得lim
x→∞

x5+4x3+2x
9x3-3x2+4x=lim

x→∞

1+41x2+21x4

91x2-31x3+41x4
,注意到分子的极限为1,分母的极限为

0,由2.2节无穷小与无穷大的关系知lim
x→∞

x5+4x3+2x
9x3-3x2+4x=∞.

例6、例7、例8是下列一般情形的特例,即当m,n为正整数且am ≠0,bn ≠0时有
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lim
x→∞

amxm +am-1xm-1+…+a1x+a0
bnxn +bn-1xn-1+…+b1x+b0 =

0, m<n
am

bn
, m=n

∞, m>

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï n

.

【知识与能力拓展】

1.学习用 Mathematica软件求极限的指令.

2.若lim
x→x0

f(x)=0且lim
x→x0

g(x)=0,请思考lim
x→x0

f(x)
g(x)

会有哪些情况?

3.斐波那契数列

斐波那契数列的发明者,是意大利数学家列昂纳多·斐波那契,他撰写了《珠算原理》一书,
是第一个研究印度和阿拉伯数学理论的欧洲人.斐波那契数列

1,1,2,3,5,8,13,21,……
从第三项开始,每一项都等于前两项之和.即

F0=1,F1=1,Fn+2=Fn+1+Fn (n=0,1,2,…).
它的通项公式为:

Fn =1
5
1+ 5æ

è
ç

ö

ø
÷

2

n+1

- 1- 5æ

è
ç

ö

ø
÷

2

n+
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

1

该公式又称为比内公式,是用无理数表示有理数的一个范例.有趣的是,这样一个各项为

自然数的数列,通项公式居然是用无理数表示,并且它与黄金分割之间还有密切的联系,Fn 与

Fn+1 比值的极限正好是黄金分割数.

事实上,记xn = Fn

Fn+1
,则有

xn = Fn

Fn +Fn-1
= 1

1+Fn-1

Fn

= 1
1+xn-1

,n=1,2,…

由单调有界原理可以证明数列{xn}的极限lim
n→∞

xn 是存在的 〔1〕.

依据极限运算法则,在xn = 1
1+xn-1

两边取极限,则得

x= 1
1+x

,即x2+x-1=0

其正根x= 5-1
2

正是黄金分割中的黄金分割数.

斐波那契数列反映了大自然的一个基本模式.比如在蜜蜂的繁殖和生长过程中,雄蜂只有

母亲,没有父亲.因为蜂后产的卵,受精的孵化为雌蜂,即工蜂或蜂后,而未受精的孵化为雄蜂,
人们在追溯雄蜂的祖先时,发现一只雄蜂的第n代祖先的数目刚好就是斐波那契数列的第n 项

〔1〕 单调有界原理及存在性证明可参考其它同类教材.
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Fn.又如,钢琴的13个半音阶的排列完全与雄蜂的第6代祖先的排列情况类似,这说明音调也

与斐波那契数列有关.再比如,在一棵树的生长过程中,若第一年有一个分支,第二年有两个分

支,通常第三年就有3个分支,第四年就有5个分支,第5年就有8个分支……,每年的分支数

恰好符合斐波那契数列.

【学习效果评估】

(A)

1.函数f(x),g(x)的图像如图2-30所示,根据图像求下列极限,若极限不存在,说明

理由.
(1)lim

x→2
f(x)+g(x[ ])    (2)lim

x→1
f(x)+g(x[ ])

(3)lim
x→0

f(x)g(x) (4)lim
x→-2

f(x)
g(x)

(5)lim
x→-1

f(x)
g(x)

(6)lim
x→-2

x3f(x)

(7)lim
x→2

2+f(x) (8)lim
x→-1

f2(x)-g2(x[ ])3

图2-30

2.计算下列极限.

(1)lim
x→0

x2-3
x2+1

      (2)lim
x→1

arctan(1+x-x2)
cos(x-1)+ln(2-e2x-2)

(3)lim
h→0

(x+h)2-x2
h

(4)lim
x→a

x3-a3
x-a

(5)lim
x→-2

x3+3x2+2x
x2-x-6

(6)lim
x→0

x2

1+x2 -1
3.计算下列极限.

(1)lim
x→∞
(2-1x +1x2

) (2)lim
x→∞

1-2x+3x2
7-3x-2x2

(3)lim
x→∞

x2+x
x4-3x2+1

(4)lim
x→∞

3x3-2x2
2x2+5x+4
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(B)

1.求下列极限.

(1)lim
x→1

x
1-x

(2)lim
x→1

x2-1
(x-1)2

(3)lim
x→1
( 1
1-x- 3

1-x3
) (4)lim

x→+∞

x+x
x-1

(5)lim
x→∞

3
x2+3x-2

x-1
(6)lim

x→∞

(2x-1)50
(x+1)30(3x-1)20

(7)lim
x→+∞

x 4+x2 -( )x (8)lim
x→0

2+e
1
x

1+e
4
x

2.已知f(x)=
ex-1, x≥1
x+a, x<{ 1

,若lim
x→1

f(x)存在,求常数a.

3.已知lim
x→-2

3x2+ax+a+3
x2+x-2

存在,求常数a以及极限值.

(C)

1.产品的价格与产品的成熟度相关联,消费者对新产品也有个认识过程,因此,产品的价

格最初不能定得太高,假定产品的价格满足P(t)=20-10e-0.5t,请对该产品的长期价格作

预测.
2.100个细菌放在培养器中,其中有足够的食物,但空间有限,对空间的竞争使得细菌的总

数N 与时间t的关系为N = 1000
1+9e-0.1158t,问容器中最多能容纳多少细菌?

3.一个10Ω的电阻器与一个电阻为R1的可变电阻并联,电路的总电阻为R= 10R1

10+R1
,当

含有可变电阻R1 的这支路突然中断时,求电路的总电阻.
4.推出一种新的电子游戏光盘时,在短期内销售量会迅速增加,然后下降,其函数关系为y

= 200t
t2+100

,请你对该产品的长期销售量作出预测.

5.相对论方程m= m0

1-v2
c2

中,m0 表示物体的静质量,c表示光速(常量),m 表示物体以

速度v 运动时的质量.请计算lim
v→c-

m,并说明其含义.

6.若lim
x→∞

f(x)=A,称y=A为函数f(x)的水平渐近线.求函数y=3- x2-1
x2+2x+10

的图

形的水平渐近线,并利用数学软件作图验证结果.

2.4 两个重要极限

  本节介绍两个重要的极限以及利用这两个重要极限求极限的方法.
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【知识目标】

记忆两个重要极限.

【能力目标】

掌握利用两个重要极限计算极限的方法.

【案例引入】

引例1 在2.2节引例1中利用刘徽割圆术,根据初等几何知识可以求出Sn的表达式Sn=
nR2

2sin
2π
n.

当n趋向于无穷大时,则可以得到圆的面积S=lim
n→∞

nR2

2sin
2π
n.如果令x=1n

,则这个极限

可化为lim
x→0

R2sin2πx
2x

,这个极限可利用极限lim
x→0

sinx
x

来进行计算.

下面通过列表和作图来讨论极限lim
x→0

sinx
x

的结果.

列表:

x(弧度) sinx sinx
x

0.17453 0.17365 0.995

0.08727 0.08716 0.9987

0.034907 0.034899 0.9998

0.017453 0.017452 0.99996

0.0087266 0.0087265 0.99999

0 0 没有定义

-0.0087266 -0.0087265 0.99999

-0.017453 -0.017452 0.99996

-0.034907 -0.034899 0.9998

-0.08727 -0.08716 0.9987

-0.17453 -0.17365 0.995
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  作图(如图2-31所示):

图2-31

从表格和图像中可以清楚地看到当x 从0的两侧越来越接近于0时(但没有到达0值),

sinx
x

越来越接近于1.于是得到结论

lim
x→0

sinx
x =1.

引例2 自然对数e在科技生产中广泛使用,以e为底数,许多式子都能得到简化.e是

“自然律”的精髓,在数学上它是函数f(x)=1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
x
当x→∞时的极限.人们在研究一些实

际问题,如物体的冷却、细胞的繁殖、放射性元素的衰变时,都会涉及到极限lim
x→∞

1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
x

以及

自然对数e.正是这种从无限变化中获得的有限,充分体现了宇宙的形成、发展及衰亡中最本质

的东西.

下面通过列表和图像来观察极限lim
x→∞

1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
x
:

列表:

x 10 100 1000 10000 100000 1000000 10000000 …

1+ 1( )x
x

2.59374 2.70481 2.71692 2.71815 2.71827 2.71828 2.718281 …

  作图(如图2-32所示):

图2-32
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从上表格和图像中可以看出,当x→+∞ 时,f(x)= 1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
x

越来越接近于一个介于2

与3之间的数,这个数就是自然对数e,e=2.71828…….

于是得到结论lim
x→+∞

1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
x

=e,同样的方法可得lim
x→-∞

1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
x

=e,所以有

lim
x→∞

1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
x

=e.

【知识正文】

2.4.1 利用重要极限lim
x→0

sinx
x =1求极限

利用已知极限lim
x→0

sinx
x =1可以求得很多具有相似形式的极限.在应用时,只要sin符号里

的函数与分母的函数相同,且都趋近于0,则总体极限为1,为明了起见,可以将此极限改写为

lim
□→0

sin□
□ =1,其中 □ 表示任何趋于零的函数.

例1 求lim
x→0

sin2x
x
,lim

x→0

1-cosx
x2 .

解  lim
x→0

sin2x
x =2lim

x→0

sin2x
2x =2;

lim
x→0

1-cosx
x2 =lim

x→0

2sin2x
2

x2 =12limx→0

sinx
2

x

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

2

2

=12.

例2 求lim
x→∞

xsin1x.

解  lim
x→∞

xsin1x =lim
x→∞

sin1x
1
x

=1.

例3 求lim
x→0

arcsinx
x .

解  令arcsinx=t,则x=sint.当x→0时,t→0,则

lim
x→0

arcsinx
x =lim

t→0

t
sint=lim

t→0

1
sint
t

=1.

例4 求lim
x→0

tanx-sinx
x3 .

解 lim
x→0

tanx-sinx
x3 =lim

x→0

sinx
cosx-sinx

x3 =lim
x→0

sinx·1-cosx
cosx

x3
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=lim
x→0

sinx
x
·lim

x→0

1
cosx

·lim
x→0

1-cosx
x2 =12.

2.4.2 利用重要极限lim
x→∞

1+1
æ

è
çç

ö

ø
÷÷x
x

=e求极限

已知lim
x→∞

1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
x

=e,利用变量代换不难证明lim
x→0

1+( )x
1
x =e.利用这两个极限可以求

得很多具有相似形式的极限,也可以将此极限改写为lim
□→0
(1+□)

1
□ =e,其中 □ 表示任何趋于

零的函数.

例5 求lim
x→∞

1-1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
x

.

解 原式=lim
x→∞

1+ 1
-

æ

è
ç

ö

ø
÷

x
-

é

ë
êê

ù

û
úú

x -1

= lim
x→∞

1+ 1
-

æ

è
ç

ö

ø
÷

x
-

é

ë
êê

ù

û
úú

x -1

=1e.

例6 求lim
x→0

1-( )x
1
x .

解  lim
x→0

1-( )x
1
x =lim

x→0
1+ -( )( )x

1
-[ ]x -1=1e.

例7 lim
x→0
(1+3x)

1
x

解  lim
x→0
(1+3x)

1
x =lim

x→0
(1+3x)

1
3[ ]x 3=e3.

例8 已知lim
x→∞

1+kæ

è
ç

ö

ø
÷

x
x

=2,求常数k.

解 因为lim
x→∞

1+kæ

è
ç

ö

ø
÷

x
x

=lim
x→∞

1+kæ

è
ç

ö

ø
÷

x

x
é

ë
êê

ù

û
úú

k k

=ek=2,所以k=ln2.

例9 求lim
x→2

x-( )1
1

x-2.

解 lim
x→2

x-( )1
1

x-2=lim
x→2
[1+ x-( )2 ]1x-2=e.

例10 求lim
x→0

ln1+( )x
x .

解 lim
x→0

ln1+( )x
x =lim

x→0

1
xln1+( )x =lim

x→0
ln 1+( )x

1
x =lne=1.

例11 求lim
x→0

ex -1
x .

解  设ex -1=t,则x=ln1+( )t ,当x→0时,t→0,则

lim
x→0

ex -1
x =lim

t→0

t
ln(1+t)=1.

例12 求lim
x→0

ax -1
x .

解  由于ax =elna
x
=exlna,结合例11的结论,有

lim
x→0

ax -1
x =lim

x→0

exlna -1
x =lim

x→0

exlna -1
xlna lna=lna.
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  例13 求lim
x→∞

3-x
2-
æ

è
ç

ö

ø
÷

x
x

.

解  令3-x
2-x=1+u,则x=2-1u.当x®∞时u→0,于是

lim
x→∞

3-x
2-
æ

è
ç

ö

ø
÷

x
x

=lim
u→0
(1+u)2-

1
u =lim

u→0
[(1+u)-

1
u·(1+u)2]

= lim
u→0
(1+u)

1
[ ]u -1·lim

u→0
(1+u)2=1e.

例14 求lim
x→0
(1+2x)

3
sinx.

解 利用公式elnx =x得

(1+2x)
3
sinx =(1+2x)

1
2x·

6x
sinx =eln(1+2x)

1
2x·

6x
sinx =e

6x
sinxln(1+2x)

1
2x,

由于lim
x→0

6x
sinx=6,lim

x→0
(1+2x)

1
2x =e,根据复合函数的极限法则有

lim
x→0
(1+2x)

3
sinx =lim

x→0
e
6x
sinxln(1+2x)

1
2x =e6lne=e6.

本例中,形如u(x)v(x)(u(x)>0,u(x)不为1)的函数,通常称为幂指函数.一般地,如
果limu(x)=a>0,limv(x)=b,则有

limu(x)v(x)=ab.
这里lim表示在同一自变量过程中的极限.

【知识与能力拓展】

1.上机演练:

(1)观察图像验证极限lim
x→0

sinx
x =1和lim

x→∞
1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
x

=e.

(2)lim
x→0

1+x-1
x     (3)lim

x→∞
(1+2x

)
3x+5

(4)lim
x→0
(1+2x)

1
tanx (5)lim

x→0

1+3xsinx-1
x2

2.自然对数之美

e=2.71828……是“自然律”的一种量的表达.“自然律”的形象表达是螺线.比如:一缕袅

袅升上蓝天的炊烟,一朵碧湖中轻轻荡开的涟漪,决定遗传的物质———核酸结构也是螺旋状的.
人们在研究一些实际问题,如物体的冷却、细胞的繁殖、放射性元素的衰变时,都要研究自然对

数e.螺线特别是对数螺线的美学意义可以用指数的形式来表达:

φkρ=αe
其中,α和k为常数,φ是极角,ρ是极径.为了讨论方便,我们把e或由e经过一定变换和复合

的形式定义为“自然律”.因此,“自然律”的核心是e.

3.e与碳-14定年法

考古学上常用的鉴定年代的方法是1948年美国芝加哥大学的 WillardLibby设计出来的
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碳-14定年法.放射性碳-14因空气中的氮原子受宇宙线轰击而形成,但它不稳定,会失掉两个

中子,衰变成碳-12.碳-14不断产生又不断衰变,结果它在空气中的含量近似保持不变,就像一

个水池,同时以同样的速度进水和出水,池内含水量不变.活着的动植物通过呼吸,体内自然也

含有碳-14.一禽一兽、一草一木,每单位重量所含碳-14总是相同的.但是,一旦动物死亡,呼吸

停止,不再从空气中吸入碳-14,而原来留在体内的碳-14则继续衰变,经过5730年(半衰期),
碳-14的量剩下原来的一半;经过11460年,剩下原来的四分之一.这里,经过的时间和剩余的

质量之间的关系是M(t)=M0e-λ(t-t0),其中衰变常数λ≈1.2×10-4.如果测出考古发掘物(如
兽骨、木炭、贝壳等)的碳-14含量M(t),利用上述公式即可断定其存在的年代.

与上述碳-14定年法类似,鉴定一幅画的真伪,也得和e打交道.画的颜料中含有铅-210和

镭-226,利用两者的放射性,可以大致判别画的年代,从而让赝品“原形毕露”.

【学习效果评估】

(A)

1.计算下列极限.

(1)lim
x→0

sin3x
x        (2)lim

x→1

sin(x2-1)
x-1

(3)lim
x→0

x
tanx

(4)lim
x→0

sin6x
tan4x

2.计算下列极限.

(1)lim
x→∞

1-3æ

è
ç

ö

ø
÷

x
x

(2)lim
x→0
(1-2x)

1
x

(3)lim
x→π2

(1+5cotx)tanx (4)lim
x→0
cosx

1
1-cosx

(B) 
1.计算下列极限.

(1)lim
x→0

1-cos2x
xsinx

(2)lim
x→0

1+xsin3x-1
4x2

(3)lim
x→0

arctanx
x

(4)lim
x→0

cosx-cos3x
x2

2.计算下列极限.

(1)lim
x→∞

3+xæ

è
ç

ö

ø
÷

x
x

(2)lim
x→∞

1+2æ

è
ç

ö

ø
÷

x
3x+5

(2)lim
x→0
(1+sinx)

1
x (4)lim

x→0
1+ln(1+x[ ])

1
x

3.已知lim
x→∞

x+2a
x-

æ

è
ç

ö

ø
÷

a
x

=8,求常数a.

(C)
利用刘徽割圆术计算半径为1的圆的面积.
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2.5 无穷小的比较

  本节介绍无穷小的比较以及利用等价无穷小的替换计算极限的方法.

【知识目标】

理解高阶无穷小、同阶无穷小、等价无穷小的概念.

【能力目标】

运用等价无穷小的替换计算函数的极限.

【案例引入】

2.2节中介绍了无穷小的概念和性质,了解到两个无穷小的和、差、积仍然是无穷小.但是,
两个无穷小的商却会出现不同情况.

引例  计算极限lim
x→0

x2
3x
,lim

x→0

3x
x2,limx→0

1-cosx
x2 ,lim

x→0

sinx
x .

计算的结果是:

lim
x→0

x2
3x=0,lim

x→0

3x
x2 =∞,lim

x→0

1-cosx
x2 =12

,lim
x→0

sinx
x =1.

从以上结果可以看出,两个无穷小的商有可能是无穷小,有可能是无穷大,还有可能是一个

不为零的常数.实质上这反映了不同的无穷小趋近于零的“快慢”程度.就上面的几个例子而

言,在x→0的过程中,x2→0比3x→0“快些”,反过来3x→0比x2→0“慢些”.而sinx→0与

x→0“快慢相仿”,sinx→0与x→0“快慢相当”.因此,可以通过计算无穷小的商的极限来比较

不同的无穷小趋近于零的“快慢”程度.

【知识正文】

定义1 设α和β都是自变量某一变化过程中的无穷小,且α≠0.

如果limβ
α =0,则称β是比α高阶的无穷小,记作β=o(α);

如果limβ
α =∞,则称β是比α低阶的无穷小;

如果limβ
α =C≠0(C为常数),则称β与α是同阶无穷小;

如果limβ
αk =C≠0(C为常数),则称β是α的k阶无穷小;

如果limβ
α =1,则称β与α是等价无穷小,记作α~β.

显然等价无穷小是同阶无穷小的特殊情形,即C=1的情形.
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下面举一些例子来说明无穷小的比较:

在引例中,当x→0时,x2与3x都是无穷小,由于lim
x→0

x2
3x=0,所以当x→0时,x2是比3x

高阶的无穷小,即x2=ο(3x)(x→0).由于lim
x→0

3x
x2=∞,所以当x→0时,3x是比x2低阶的无

穷小.

在引例中,当x→0时,1-cosx与x2 都是无穷小,由于lim
x→0

1-cosx
x2 =12

,所以当x→0

时,1-cosx与x2 是同阶无穷小.

在引例中,当x→0时,sinx与x都是无穷小,由于lim
x→0

sinx
x =1,所以当x→0时,sinx与x

是等价无穷小,即sinx~x(x→0).
例1 当x→0时,x2sinx与1-cosx都是无穷小,试比较它们的阶.

解  因为 lim
x→0

x2sinx
1-cosx=lim

x→0

2x2sinx
2cos

x
2

2sin2x
2

=lim
x→0

x2

sinx
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

2
·cosx

2

=lim
x→0

x
2

sinx
2

·2x·cosx
æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷2
=0,

所以当x→0时,x2sinx是比1-cosx高阶的无穷小.

例2 证明当x→0时, 1+x-1~ 12x.

解 因为lim
x→0

1+x-1
1
2x

=lim
x→0

2 1+x-( )1 1+x+( )1
x 1+x+( )1

=lim
x→0

2
1+x+1

=1.

所以当x→0时, 1+x-1~ 12x.

事实上,当x→0时,对于正整数n,有
n
1+x-1~ 1nx.

关于等价无穷小,有如下重要的性质:

定理1 设α~α′,β~β′,且limβ′
α′

存在,则limβ
α =limβ′

α′.

证明  limβ
α =limβ

β′
·β′
α′

·α′
α =limβ

β′
·limβ′

α′
·limα′

α =limβ′
α′.

定理1表明,求两个无穷小之比的极限时,分子与分母都可用等价无穷小来代替.称这种方

法为等价无穷小替换法.如果用来代替的无穷小选得适当,可以简化计算.如上面的例1,因为

x→0时,sinx~x,1-cosx~ 12x
2,所以lim

x→0

x2sinx
1-cosx=lim

x→0

x2·x
1
2x

2
=0.

下面给出几种利用等价无穷小求极限时,经常用到的一些等价无穷小.
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(1)(1+x)
1
n -1~ 1nx(x→0);

(2)sinx~x(x→0);
(3)tanx~x(x→0);
(4)ln(1+x)~x(x→0);
(5)ex -1~x(x→0);
(6)arcsinx~x(x→0);
(7)arctanx~x(x→0);

(8)1-cosx~ 12x
2(x→0).

例3 求lim
x→0

(1+x2)
1
3 -1

cosx-1
.

解  因为当x→0时,(1+x2)
1
3 -1~ 13x

2,cosx-1~-12x
2,所以

lim
x→0

(1+x2)
1
3 -1

cosx-1 =lim
x→0

1
3x

2

-12x
2
=-23.

例4 求lim
x→0

ln(1+x2)·arcsin3x
tan5x·(ex -1)2

.

解  当x→0时,ln(1+x2)~x2,arcsin3x~3x,tan5x~5x,ex -1~x,所以

lim
x→0

ln(1+x2)·arcsin3x
tan5x·(ex -1)2 =lim

x→0

x2·3x
5x·x2=35.

【知识与能力拓展】

1.在 Mathematica(版本5.2)中计算极限lim
x→+∞

cos x+1-cos( )x .

2.在 Mathematica(版本7.0及7.0以上)中计算极限lim
x→+∞

cos x+1-cos( )x .

3.以上两题的结果是否一致? 如果不一致,哪一个是正确的? 请说明原因.

【学习效果评估】

(A)

1.当x→0时,下列函数哪些是比x高阶的无穷小? 哪些是比x低阶的无穷小? 哪些是x
的同阶无穷小? 哪些是x的等价无穷小?

(1)3x2    (2) 2x     (3)ex -1    (4)ln(1-x)

(5)
3
sinx3   (6)cosx-1  (7)arcsinx   (8) 1+2x2 -1

x
2.利用等价无穷小计算下列极限.

(1)lim
x→0

sin3x
tan6x          

(2)lim
x→1

sin(x-1)2
x2-1
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62   高等数学(上册)

(3)lim
x→0

1-cos3x
xe2x -( )1

(4)lim
x→0

1+xsinx-1
ln(1+x2)

(5)lim
x→0

tan22x
1-cosx

(6)lim
x→0

(x+1)arcsinx
arctanx

(B)
1.利用等价无穷小计算下列极限.

(1)lim
x→0

sin(tanx)
tan(sinx)

(2)lim
x→0

1+tanx- 1+sinx
x(1+sin2x-1)

(3)lim
x→0+

1- cosx
x(1-cosx)

(4)lim
x→0
cosx

1
ln(1+x2)

2.利用和差化积公式计算极限lim
x→+∞

cos x+1-cos( )x .

3.设α,β是无穷小,证明:
(1)若α~β,则β-α=ο(α);
(2)若β-α=ο(α),则α~β.

(C)

1.已知物体的运动方程为s(t)=2-e-t,试求lim
h→0

s(t0+h)-s(t0)
h

,并对此极限给出物理解释.

2.6 函数的连续性与间断点

  本节介绍函数的重要特性———连续性的概念和间断点的类型.

【知识目标】

理解函数连续性的概念和间断点的类型,记忆初等函数的连续性.

【能力目标】

运用函数的连续性分析实际问题涉及到的函数的性质.

【案例引入】

在2.2节函数的极限中介绍了初等函数在定义区间内的极限,其极限值等于函数值.函数

的这一特性称为函数的连续性.直观上,所谓函数连续就是函数的图像是一条不间断的曲线.
下面通过一个例子来说明连续的概念:

引例 如图2-33所示,(a),(b),(c)三幅图像表示三个不同函数.讨论它们在x=0处的特性.

图2-33
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三幅图像的共同点是函数图像都在x=0处发生了间断,也就是说,这些函数在x=0处是

不连续的.不同点是函数的图像发生间断的情况有所不同.图(a)中,当x→0时函数左右极限

是存在的,但不相等,所以函数在点x0 处连续的第一个条件是函数在该点处的左右极限存在且

相等(即函数在该点处的极限存在);图(b)中,虽然当x→0时函数极限存在,但没有定义,所以

函数在点x0处连续的第二个条件是函数在该点处要有定义;图(c)中,虽然当x→0时函数极限

存在,且有定义,但极限值不等于函数值,所以函数在点x0 处连续的第三个条件是当x→x0 时

函数极限值要等于函数值.如果满足以上三个条件,才能使函数是连续的.

【知识正文】

2.6.1 函数的连续性

定义1 设函数f(x)在点x0 附近(包括x0 点)有定义.如果

lim
x→x0

f(x)=f(x0),

则称函数f(x)在点x0 处连续.
这个定义满足了引例中提出的三个条件:

(1)函数f(x)在点x0 处有定义;

(2)当x→x0 时,极限lim
x→x0

f(x)存在;

(3)lim
x→x0

f(x)=f(x0).

如果三条中任何一条不满足,则函数f(x)在点x0 处不连续.
对于定义1,可做如下变形:lim

x→x0
f(x)=f(x0),即lim

x→x0
[f(x)-f(x0)]=0,记Δx=x-x0,

Δy=f(x)-f(x0),分别称为变量x和变量y的增量(增量可正可负),则有lim
Δx→0
Δy=0.因此有

定义2 设函数y=f(x)在点x0 附近(包括x0 点)有定义,如果自变量的增量Δx趋于零

时,相应的函数的增量Δy也趋于零,即

lim
Δx→0
Δy=lim

Δx→0
[f(x0+Δx)-f(x0)]=0,

则称函数y=f(x)在点x0 处连续.
例1 讨论函数f(x)= x 在x=0处的连续性.
解 函数f(x)= x 在x=0附近有定义,由于

f(x)= x =
-x x<0
x x≥{ 0

,

注意到f(x)在x=0左右两侧表达式不一致,因此考虑使用左右极限.

lim
x→0-

f(x)=lim
x→0-
(-x)=0,lim

x→0+
f(x)=lim

x→0+
x=0,所以lim

x→0
f(x)=0.而f(0)=0,故lim

x→0
f(x)

=f(0),即f(x)= x 在x=0处连续.

例2 讨论函数f(x)=
x2, -1≤x≤0

-x+1, 0<x≤{ 1
在x=0处的连续性.
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64   高等数学(上册)

解  类似于例1,需要讨论f(x)在x=0处的左右极限.

lim
x→0-

f(x)=lim
x→0-

x2=0,lim
x→0+

f(x)=lim
x→0+
(-x+1)=1.

由于左右极限存在但不相等,因此lim
x→0

f(x)不存在,这就证明函数f(x)在x=0处不连续

(如图2-34所示).

图2-34

在例2中,虽然函数f(x)在x=0处不连续,但其左极限等于函数值,此时称f(x)在x=0
处是左连续的.下面给出左连续的定义.

若函数y=f(x)在点x0 左侧附近(包括x0 点)有定义,且

lim
x→x0

-
f(x)=f(x0),

则称函数y=f(x)在点x0 处左连续.
类似还有右连续的定义:
若函数y=f(x)在点x0 右侧附近(包括x0 点)有定义,且

lim
x→x0

+
f(x)=f(x0),

则称函数y=f(x)在点x0 处右连续.
由左右极限与极限的关系知,如果函数y=f(x)在点x0 处连续,则函数y=f(x)在点x0

处既左连续又右连续;反之,如果函数y=f(x)在点x0 处既左连续又右连续,则函数y=f(x)
在点x0 处必连续.

如果函数f(x)在开区间 (a,b)内每一点处都连续,则称函数f(x)在开区间 (a,b)内连

续,或者称f(x)是开区间 (a,b)内的连续函数.
如果函数f(x)在开区间 (a,b)内连续,在左端点x=a处右连续,在右端点x=b处左连

续,则称函数f(x)在闭区间 [a,b]上连续,或者说f(x)是闭区间 [a,b]上的连续函数.
若函数f(x)在闭区间[a,b]上连续,则f(x)的图形在闭区间[a,b]上是一条连续不间断

的曲线.
例如,函数y=x2 在 [-1,1]上连续,其图像是 [-1,1]上的一条连续不间断的抛物线;而

函数y=1x
在开区间 (0,1)内连续,在闭区间 [0,1]上不连续,因为它在x0=0处无定义,故不

是右连续的.
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2.6.2 初等函数的连续性

通过对函数的作图和列表可以归纳出:一切基本初等函数在其定义域内都是连续的 〔1〕.
由函数在某点连续的定义和极限四则运算法则,可以得出结论:连续函数的和、差、积、商

(如果存在的话)仍然是连续函数.
另外,设y=f(u),u=g(x),若u=g(x)在x=x0处连续,y=f(u)在u=u0处连续(u0=

g(x0)),则y=f[g(x)]在x=x0 处连续.即连续函数的复合函数仍为连续函数.
事实上,一切初等函数在其定义区间内都是连续的.也就是说,设y=f(x)为初等函数,若

x0 在该函数的定义区间内,则有lim
x→x0

f(x)=f(x0).

例3 设f(x)=
ln(1+2x)

x
, x≠0

a, x=

ì

î

í

ïï

ïï 0
,确定常数a的值,使f(x)连续.

解 由初等函数的连续性,当x≠0时,f(x)连续.故只需确定常数a的值,使f(x)在

x=0处连续.

由于f(0)=a,且lim
x→0

f(x)=lim
x→0

ln(1+2x)
x =2,要使f(x)在x=0处连续,则有f(0)=a

=2.

2.6.3 函数的间断点

若函数f(x)在点x0 处不连续,则称函数f(x)在点x0 处间断.称点x0 为函数f(x)的不

连续点或间断点.
下面通过几个例子来介绍间断点的分类.

例4 讨论分段函数f(x)=

x-1, x<0
0, x=0

x+1, x>

ì

î

í

ï
ï

ïï 0

在x=0处的连续性.

图2-35

解 虽然函数f(x)在x=0有定义f(0)=0,但在

x=0处的左、右极限分别为

lim
x→0-

f(x)=lim
x→0-
(x-1)=-1,

lim
x→0+

f(x)=lim
x→0+
(x+1)=1,

也就是说lim
x→0

f(x)不存在,因此x=0是函数的间断点.

这时曲线y=f(x)在点x=0处产生跳跃现象(如图2-35
所示).称x=0这样左、右极限存在但不相等的间断点为

函数f(x)的跳跃间断点.

〔1〕 基本初等函数连续性的严格证明请参考其它教材.
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例5 讨论函数y=f(x)=x2-1
x-1

在点x=1处的连续性.

解  由于函数f(x)=x2-1
x-1

在x=1处没有定义,所以函数在x=1处不连续.但

lim
x→1

x2-1
x-1=lim

x→1
(x+1)=2.

如果补充定义y|x=1=f(1)=2,则该函数就成为连续函数了,称x=1这样左、右极限存在

且相等(即极限存在)的间断点为函数f(x)的可去间断点(如图2-36所示).

图2-36

例6 讨论函数f(x)=

sinx
x
, x≠0

2, x=

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï 0

在x=0处的连续性.

解  lim
x→0

f(x)=lim
x→0

sinx
x =1,但f(0)=2.故x=0是函数f(x)的间断点.如果将f(0)=2

改为f(0)=1,则该函数成为连续函数.与例5相同,x=0也是函数f(x)的可去间断点.

例7 讨论函数f(x)=1x2
在x=0处的连续性.

解  函数f(x)在x=0处没有定义,所以x=0是函数的间断点.而lim
x→0

f(x)=+∞,称

x=0这样极限为无穷大的间断点为函数f(x)的无穷间断点(如图2-37所示).

图2-37
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例8 讨论函数y=f(x)=sin1x
在x=0处的连续性.

解  函数y=sin1x
在x=0处无定义,所以x=0是此函数的间断点.该函数的图形在-1

与1之间振荡,称x=0这样的间断点为函数f(x)的振荡间断点(如图2-38所示).

图2-38

由此可见,函数的间断点有多种类型,但总的说来,函数的间断点可分为两类.设点x0 是函

数f(x)的间断点,如果该函数在点x0 处的左、右极限都存在,则称点x0 为第一类间断点,第一

类间断点包括可去间断点和跳跃间断点,可去间断点是左、右极限存在且相等(即极限存在)的
间断点,跳跃间断点为左、右极限存在但不相等的间断点;把不是第一类间断点的其它间断点都

叫做第二类间断点.无穷间断点和振荡间断点属于第二类间断点.

【知识与能力拓展】

1.上机演练:画出下列函数图像,并判断是否连续,观察间断点.

(1)y= 1
x-1

  (2)y=sin1x   (3)y=
x-1, x<0

1-x2, x≥{ 0
2.狄利克莱函数

函数的第二类间断点除了无穷间断点和振荡间断点外,还有其它类型的第二类间断点.比

如狄利克莱函数

D(x)=
1, x∈Q

0, x∈Q{ C
(其中Q 表示有理数),

其定义域为全体实数.在定义域内每一点,都不连续(即处处不连续).定义域内每一点既不是无

穷间断点,也不是振荡间断点,而是其它类型的第二类间断点.
除此之外,函数D(x)为偶函数,以任意有理数为周期.这些独特的性质使狄利克莱函数成

为数学分析中一个非常重要的函数,可以利用这个函数给出一些假命题的反例,或构造出一些

性质奇特的函数.

【学习效果评估】

(A)

1.指出下列函数的间断点,并说明间断点的类型,如果是可去间断点,则补充或改变函
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数的定义使它连续.

(1)f(x)= x2-1
x2-3x+2

      (2)f(x)=
x-1 x≤1
3-x x>{ 1

(3)f(x)= x
tanx  

(4)f(x)=cos2 1x
2.已知奇函数f(x)在x=0处连续,求lim

x→0-
f(x).

3.讨论函数

f(x)=
1+cosx,  x≤0
ln(1+2x)

x
,x>

ì

î

í
ïï

ïï 0

在x=0处的连续性.
(B)

1.设函数f(x)在 (-∞,+∞)内有定义,且lim
x→∞

f(x)=0.讨论

g(x)=
f(1x

), x≠0

0, x=

ì

î

í
ïï

ïï 0
在x=0处的连续性.
2.设

f(x)=
a+x2, x<0
1, x=0
ln(b+x+x2), x>

ì

î

í

ï
ï

ïï 0
已知函数f(x)在x=0处连续,试确定a和b的值.
3.已知

f(x)=

1
xsinx+a, x<0

 b, x=0

xsin1x
, x>

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï 0

  (a,b为常数)

在x=0处连续,问a和b各等于多少?

4.找出下列在定义域上连续的函数.

(1)f(x)=
sinx
x
, x≠0

0, x=

ì

î

í
ïï

ïï 0
(2)f(x)=

xsin1x
, x≠0

0, x=

ì

î

í
ïï

ïï 0
 

(3)f(x)=
1+x-1

x
, x≠0

1, x=

ì

î

í

ïï

ïï 0
(4)f(x)=

ex -1
1-cosx

, x≠0

1, x=

ì

î

í

ïï

ïï 0

5.讨论函数f(x)=1+e
1
x

2+3e
1
x

在x=0处间断点的类型.
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6.设f(x)= x
a+ebx 在 (-∞,+∞)上连续,且lim

x→-∞
f(x)=0,判断a,b的正负号.

(C)

1.某停车场收费标准为:若停车时间不超过一个小时收取3元停车费;若停车时间超过一

个小时按每小时2元收取停车费;每天至多收取17元停车费.
(1)设t表示停车时间,f(t)表示停车费用,写出f(t)的表达式;
(2)画出f(t)的图像;
(3)讨论f(t)的连续性.
2.查找相关文献,讨论下列函数的连续性:
(1)一年内某一地区的温度T 关于时间t的函数T=f(t);
(2)一棵树的高度h关于生长时间t的函数h=f(t);
(3)乘坐出租车时,收取的车费C关于乘车里程x 的函数C=f(x);
(4)房屋照明电路中的电流强度I关于照明时间的函数I=f(t).

2.7 闭区间上连续函数的性质

  本节介绍闭区间上连续函数的最大值、最小值定理,有界性定理和介值定理

【知识目标】

记忆闭区间上连续函数的最大值、最小值定理、有界性定理和介值定理.

【能力目标】

运用介值定理和最大最小值定理.

【案例引入】

引例1 设想有一条无限弹性的弦AB,其两个端点固定,呈水平地放置在坐标系中(如图

2-39所示).若弦AB 上面的两点C,D 受到与y轴平行的两个力的作用,则产生形变,成为一条

有高低起伏的曲线,但不论怎样用力都无法使弦AB 崩断.

图2-39

如果C点与D 点的纵坐标分别是曲线所代表的函数的最大值与最小值,则这个现象可解

释为不论闭区间上的连续函数是怎样的,其图像在闭区间上一定有最高点和最低点,即闭区间
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上连续函数一定存在最大值和最小值.
引例2 如图2-40所示,在xOy平面上,点A,B 分别位于x 轴的上下两侧,是否存在不穿

过x轴而直接将A,B 两点连结起来的连续曲线?

图2-40

事实上是不存在这样的曲线的.如果将此曲线理解为闭区间 [a,b]上连续函数y=f(x)
的图像,点A、B 的坐标分表为 a,f(a( )) 、b,f(b( )).则可以得到如下结论:如果闭区间上的

连续函数y=f(x)在区间端点a,b处函数值符号相反,则该函数的图像在开区间(a,b)内至少

与x轴有一个交点.

【知识正文】

2.7.1 最大值最小值定理

由中学知识,已知y=sinx在[0,2π]上的最大值是1,最小值是-1.关于函数的最大值和

最小值有如下定义:
定义1 设函数y=f(x)在区间I上有定义,点x0 是I上一点,若对任意的x∈I,均有

f(x)≤f(x0)成立,则称f(x0)为函数y=f(x)在I上的最大值,点x0称为函数y=f(x)的
最大值点;若对任意的x∈I,均有f(x)≥f(x0)成立,则称f(x0)为函数y=f(x)在I上的

最小值,点x0 称为函数y=f(x)的最小值点.
定理1 闭区间上的连续函数在该区间上一定取得最大值和最小值.
引例1可以给出该定理的直观解释.该定理说明,若函数y=f(x)在闭区间 [a,b]上连

续,则存在x1,x2 ∈ [a,b],使得对 ∀x∈ [a,b],均有f(x1)≤f(x)≤f(x2).

该定理条件“闭区间上”和“连续”二者缺一不可.如y= 3
x-1

在 (1,2)内连续,但它在

(1,2)内没有最大值和最小值.又如函数

图2-41

y=f(x)=
1-x2, 0≤x<1
1, x=1  
3-x, 1<x≤

ì

î

í

ï
ï

ïï 2
在 [0,2]上有定义,但有间断点x=1,该函数在[0,2]上没

有最大值也没有最小值(如图2-41所示).
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2.7.2 有界性定理

设函数y=f(x)在闭区间 [a,b]上连续,由定理1,一定存在最大值M 和最小值m,使m
≤f(x)≤M,取N=max|m|,|M{ }| ,则 ∀x∈[a,b],均有 f(x)≤N 成立,从而函数

f(x)在 [a,b]上有界.因此有

定理2 闭区间上的连续函数一定在该区间上有界.

2.7.3 零点定理

定义2 如果点x0 使f(x0)=0成立,则称点x0 为函数f(x)的零点.
例如,f(x)=x2-1,x1=1,x2=-1均为函数f(x)的零点.
定理3 设函数f(x)在 [a,b]上连续,且f(a)f(b)<0,则一定存在ξ∈ (a,b),使

f(ξ)=0.
引例2可以给出该定理的直观解释:若[a,b]上的连续曲线y=f(x)的两个端点位于x轴

的上下两个不同的侧,则该曲线一定与x轴相交(如图2-42所示),交点即为ξ.

图2-42

例1 证明方程x5+x-1=0在区间 (0,1)内至少有一实根.
证明 设f(x)=x5+x-1,显然函数f(x)在[0,1]上连续.又f(0)=-1,f(1)=1,故

f(0)f(1)<0,根据零点定理,一定存在ξ∈(0,1),使f(ξ)=0,即ξ5+ξ-1=0,这说明x5+x
-1=0在区间 (0,1)内至少有一实根.

例2 设函数f(x)在[a,b]上连续,f(a)>a,f(b)<b,证明f(x)=x至少有一实根.
证明 设φ(x)=f(x)-x,则函数φ(x)在[a,b]上连续,且φ(a)=f(a)-a>0,φ(b)=

f(b)-b<0,故φ(a)φ(b)<0,由零点定理,∃ξ∈ (a,b),使φ(ξ)=0,即f(ξ)=ξ,所以

f(x)=x至少有一实根.

2.7.4 介值定理

由定理3立即可推得下列较一般性的定理.
定理4 设f(x)在 [a,b]上连续,f(a)=A,f(b)=B,A≠B,则对于A与B 之间的任一

数C,在 (a,b)内一定存在一点ξ,使f(ξ)=C.
证明  设函数F(x)=f(x)-C,F(a)=A-C,F(b)=B-C,故F(a)F(b)<0.由零点定

理,∃ξ∈ (a,b),使F(ξ)=0,即f(ξ)=C.
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【知识与能力拓展】

1.通过构造函数,使用 Mathematica软件,画图观察方程x5+3x=1至少有一个实根介于

1和2之间.

2.闭区间上连续函数的一致连续性

定义3 设f(x)为定义在区间D上的函数.若对任给的ε>0,存在δ=δ(ε)>0,使得对

任何x′,x″∈D,只要 x′-x″ <δ,就有

f(x′)-f(x″)<ε,

则称函数f(x)在区间D 上一致连续.

定理4 闭区间上的连续函数必一致连续.

一致连续性表示:在f(x)的连续区间内,任取x′,x″,只要x′,x″接近到一定程度δ,就可

使对应的函数值f(x′),f(x″)达到所指定的接近程度ε,且δ不随自变量x 的改变而改变.在

数学分析中,对于一些重要定理的证明,函数的一致连续性是十分重要的条件.

【学习效果评估】

(A)

1.证明:如果函数f(x)在 [a,b]上连续,且无零点,则函数f(x)在 [a,b]上恒正或

恒负.

2.设f1(x)和f2(x)均在 [a,b]上连续,f1(a)<f2(a),f1(b)>f2(b),证明存在c∈
(a,b),使f1(c)=f2(c).

3.设函数f(x)在 (-∞,+∞)上连续,且x=a,x=b是f(x)=0的两个相邻的根.试

证:若存在c∈ (a,b),使f(c)>0,则函数f(x)在 (a,b)内处处为正.
(B)

1.若函数f(x)在 [0,2a]上有定义且连续,且f(0)=f(2a),证明:存在ξ∈ (0,a),使

f(ξ+a)=f(ξ).

2.若函数f(x)在 [0,1]上连续,且0≤f(x)≤1,证明存在ξ∈ [0,1],使f(ξ)=ξ.
(C)

1.四条腿的椅子能放平稳吗? 假设:

(1)椅子四条腿一样长,椅子与地面的接触视为一个点,椅子四脚连线成正方形;

(2)地面的高度视为数学上的连续曲面;

(3)地面起伏不是很大,椅子在任何位置至少有三只脚同时着地;

(4)改变椅子的位置,只要将椅子适当旋转即可.

2.你能在 [-2,2]内求出sinx-x=1的一个近似根吗(越精确越好)?
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单元训练

一、知识评估

1.单项选择题

(1)函数y=arctanx与y= 1
x2-1

定义域的交集为(  )

(A)(-∞,-1)∪ (1,+∞)     (B)(-1,1)

(C)(-∞,-1]∪ [1,+∞) (D)(-π2
,-1)∪ (1,π2

)

(2)下列函数为无界函数的是(  )

(A)y=sin2x (B)y=1-e-x (x>0)

(C)y=3 (D)y=tan1x

(3)极限lim
x→0

x
x =(  )

(A)0 (B)1
(C)-1 (D)该极限不存在

(4)当x→0时,tan(x2+2x)是(  )

(A)x的同阶无穷小 (B)x的高阶无穷小

(C)x的低阶无穷小 (D)x的等价无穷小

(5)已知函数f(x)在x0 点处连续,则以下说法错误的是(  )

(A)x0 不是f(x)的间断点 (B)f(x)在x0 点处有定义

(C)f(x)在x0 点处的极限存在 (D)f(x0)不一定等于lim
x→x0

f(x)

(6)设函数f(x)=
x2-x

x2-3x+2
, x≠1

-1, x=

ì

î

í

ïï

ïï 1
,则其间断点的个数是(  )

(A)0 (B)1
(C)2 (D)3

2.填空题

(1)设函数f-1(x)是f(x)=

1-2x2, x<-1

x3, -1≤x≤2

12x-16, x>

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 2

的反函数,则f-1 ( )32 =
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(2)已知f(x)=
e

1
x-2, x<2

x2-a
x+ a

, x≥

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 2

,若lim
x→2

f(x)存在,则常数a=

(3)如果x→0时,要无穷小 1-cos( )x 与asin2x
2

等价,则常数a=

(4)函数f(x)=
x2-x

x2-3x+2
x≠1

-1 x=

ì

î

í

ïï

ïï 1
的间断点的个数为

3.求下列极限

(1)lim
x→3

x2-9
x2-x-6

      (2)lim
x→∞

x-2
x+
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
x

(3)lim
x→0

sin3xtanx
x2cscx

(4)lim
x→0

1-cosx
x2cosx

4.解答题

(1)设f(x)=x+1x
,g(f(x))=lnf(x).

①判断f(x)的奇偶性、单调性,据此作出f(x)的大致图像;

②判断复合函数g(x)的定义域和值域.
(2)已知lim

x→0
(1+ax)

2
sinx =e4,求a的值.

(3)函数f(x)=x-x3
sinπx

有几个间断点? 都是什么类型的?

5.证明题

已知函数f(x)在 [0,1]上连续,且f(0)=1,f(1)=1.证明:至少存在一点x0∈(0,1),

使得f(x0)=1-x0.

二、单元项目

请参考附录A2第一节完成下列案例.

案例 经济预测

搜集一组经济生活中的数据(可通过统计年鉴获得).
(1)作出坐标系中测量数据的散点图,通过曲线拟合,确定在初等函数中,哪一类与这组

数据拟合得最好?

(2)使用 Mathematica软件求得与所测量数据拟合最好的函数.
(3)使用所得函数预测5年后的数据.
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