
第七章 向量代数与空间解析几何

一、单元概述

本章主要介绍向量代数与空间解析几何的基本知识.在平面解析几何中,通过坐标法把

平面上的点与一对有次序的数对应起来,把平面上的图形与方程对应起来,从而可以用代数

方法来研究几何问题.空间解析几何也是按照类似的方法建立起来的.正像平面解析几何的

知识对学习一元函数微积分是不可缺少的一样,空间解析几何与向量代数的知识对学习多

元函数微积分也是必要的.本章首先建立空间直角坐标系,然后利用坐标讨论向量的运算,
并介绍空间解析几何的有关内容.

通过本章的学习,应掌握空间直角坐标系,向量,向量的模,方向角,方向余弦和投影,数
量积,向量积,曲面,空间曲线,平面和空间直线等基本概念,以及与之相关的基本性质和基

本运算;能运用以上知识进行向量的线性运算,求出数量积、向量积,能够根据条件写出球

面、旋转曲面、柱面、空间曲线、平面和空间直线的方程.

二、学习重点与难点

1.学习重点

重点掌握向量及其线性运算的概念,能够利用坐标作向量的线性运算,会求向量的单位

向量,会求向量的模、方向余弦和方向角;
重点掌握数量积和向量积的概念,能够求出两个向量的数量积和向量积,能够利用向量

积求出三角形的面积;
重点掌握曲面及其方程的概念,能够根据所给条件写出球面、旋转曲面和柱面的方程;
重点掌握平面及其方程的概念,能够根据所给条件写出平面的点法式方程、一般方程和

截距式方程,能够求出两平面的夹角;
重点掌握空间直线及其方程的概念,能够根据所给条件写出直线的对称式方程和参数方程.
2.学习难点

向量积的概念和计算;空间曲线及其方程.
3.难点指南

向量积的概念和计算:结合物理中的力矩介绍向量积的概念,通过复习线性代数中三阶

行列式的计算掌握向量积的计算;
空间曲线及其方程:在 Mathematica软件辅助下,通过直观的展示曲线图像理解空间曲

线的概念.
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第1节 向量及其线性运算

  本节主要介绍空间直角坐标系的概念、向量的概念以及向量的线性运算.

【学习目标】

理解空间直角坐标系的概念,能够判断给定坐标的点在空间直角坐标系中的位置,会求

对称点的坐标,会求空间中两点之间的距离;

重点掌握向量及其线性运算的概念,能够利用坐标进行向量的线性运算,会求向量的单

位向量,会求向量的模、方向余弦和方向角.

【知识引入】

引例1 如图7-1-1所示,如何求出多面体任意两顶点间的距离呢?根据平面直角坐

标系的知识,可以做一个通过该两点的平面,并在该平面上建立平面直角坐标系,找到

该两点的平面直角坐标,进而利用平面上两点间的距离公式d= (x2-x1)2+(y2-y1)2

来求出.但是,如果是要计算多面体每两个顶点之间的距离呢? 是否需要每两个点都要做一

个平面,并在该平面上建立一个平面直角坐标系呢? 这样将会做很多重复工作,因为需要建

立很多个平面直角坐标系,而且一个顶点在多个平面直角坐标系上分别找到其坐标也相当

困难.那么能否只建立一个坐标系,使得每一个顶点在该坐标系上都有确定的坐标,而不需

要在多个平面直角坐标系中分别找到其坐标呢? 进而,是否也有一个和平面上两点间的距

离公式d= (x2-x1)2+(y2-y1)2类似的公式存在呢? 这样的坐标系是存在的,就是空间

直角坐标系,类似的空间两点间的距离计算公式也是存在的.
引例2 客观世界有各种各样的量,比如,时间、质量、长度、距离、力、速度、位移、加速度

等.我们知道,时间过了5分钟就是5分钟,非常明确.但如果描述飞机飞行速度时,只说飞

机以600公里/小时的速度飞行,就不十分明确,它往哪个方向飞呢? 所以刻画速度时,既要

有大小,还要有方向.力、位移、加速度都属于这一类的量,这样的量我们称为“向量”.

图7-1-1

  
图7-1-2
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【知识正文】

1.空间直角坐标系

(1)空间直角坐标系

中学时就已经知道,通过平面直角坐标系,可以将平面上的点与一对有序实数对应起

来,从而可用代数方法来讨论几何问题.现将这种思想加以推广,引进空间直角坐标系,从而

将空间中的点用一个有序数组来表示.

图7-1-3

在空间中取定一点O 作为原点,通过该点作三条相互垂

直的数轴,分别记为x轴(横轴)、y轴(纵轴)和z轴(竖轴),
统称为坐标轴.三个坐标轴上的单位长度通常都相同(这些

长度单位也可以不同,但本章中,如无特别声明,则三个轴上

都取相同的长度单位).通常将x轴和y 轴置于水平面上,z
轴取铅直方向.如图7-1-3所示,三个坐标轴的次序和方向按

右手法则来确定.即用右手握住z轴,四个手指从x 轴的正

向旋转90°到y轴的正向时,拇指的指向就是z轴的正向.

图7-1-4

由任意两条坐标轴所确定的平面称之为坐标面.x 轴

和y 轴所在的平面称为xOy 坐标面,另外两个坐标面分别

是yOz坐标面和zOx 坐标面.如图7-1-4所示,三个坐标

面将整个空间分为8个部分,每一部分称为一个卦限.含有

x轴、y轴和z轴的正半轴的那个卦限称为第一卦限,其他

第二、第三、第四卦限都在xOy面的上方,按逆时针方向确

定.第五卦限在第一卦限下方,第六、第七、第八卦限也都

在xOy面的下方,按逆时针方向确定.这八个卦限分别用

罗马数字Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ、Ⅳ、Ⅴ、Ⅵ、Ⅶ、Ⅷ来表示.
在上面建立的坐标系中,坐标轴、坐标面都是两两垂直的,故称之为空间直角坐标系.
(2)空间点的坐标

图7-1-5

如图7-1-5所示,设M 为空间中的一点,过该点作三个分

别垂直于x轴、y轴和z轴的平面,它们与x轴、y轴和z 轴分

别交于P 点、Q 点和R 点.这三个点在x 轴、y轴和z 轴上的

坐标分别是x、y和z.从而空间中的一点 M 就唯一确定了一

个有序数组(x,y,z).反之,给定一个有序数组(x,y,z),则可

分别在x轴、y轴和z轴上取坐标为x、y、z的三个点P、Q、R,
过这三个点分别作一个与x 轴、y轴和z 轴垂直的平面,这三

个平面有唯一的交点,这个交点就是有序数组(x,y,z)所确定

的点M.
这样,利用空间直角坐标系,就在有序数组(x,y,z)与空间中的点 M 之间建立了一一对

应关系.有序数组(x,y,z)称为点M 的坐标.其中x、y和z分别称为点M 的横坐标、纵坐标

和竖坐标.在以后的表述中,常把一个点和表示这个点的坐标不加区别,所说的给定一点,就
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是给定这个点的坐标,所说的求一个点,就是求一个点的坐标.
坐标面,坐标轴上的点的坐标有一定的特点:

xOy坐标面上的点的坐标为(x,y,0);yOz坐标面上的点的坐标为(0,y,z);zOx 坐标

面上的点的坐标为(x,0,z).
x轴上的点的坐标为(x,0,0);y轴上的点的坐标为(0,y,0);z轴上的点的坐标为(0,0,z).
设M(x,y,z)为空间中一点,从点 M 向xOy 坐标面作垂线,设垂足为 N,则易知点 N

的坐标为(x,y,0).点 N 称为点M 在xOy 坐标面上的投影.同理可知,点 K(0,y,z)和点

H(x,0,z)分别是M 点在yOz坐标面与在zOx 坐标面上的投影.

图7-1-6

(3)空间两点间的距离

若M1(x1,y1,z1)、M2(x2,y2,z2)为空间任意

两点,如图7-1-6所示,可计算M1M2 的距离为

d2= M1M2
2= M1N 2+ NM2

2,

= M1P 2+ PN 2+ NM2
2,

而 M1P = x2-x1 ,

PN = y2-y1 ,

NM2 = z2-z1 ,

所以

d= M1M2 = (x2-x1)2+(y2-y1)2+(z2-z1)2. (7-1-1)
特殊地,若两点分别为M(x,y,z),O(0,0,0),则

d= OM = x2+y2+z2.
例1 求证以M1(4,3,1),M2(7,1,2),M3(5,2,3)三点为顶点的三角形是一个等腰三

角形.
证明 M1M2

2=(4-7)2+(3-1)2+(1-2)2=14,

M2M3
2=(5-7)2+(2-1)2+(3-2)2=6,

M3M1
2=(5-4)2+(2-3)2+(3-1)2=6,

由于 M2M3 = M3M1 ,所以原结论成立.
例2 在z轴上求一点M,使点M 到点A(1,0,2)和到点B(1,-3,1)的距离相等.
解 因为所求的点M 在z轴上,故可设点M 的坐标为(0,0,z),根据题意有

(0-1)2+(0-0)2+(z-2)2= (0-1)2+(0+3)2+(z-1)2,

解得z=-3,即点M 的坐标是(0,0,-3).

2.向量及其线性运算

(1)向量的概念

在研究力学、物理学以及其他应用科学时,常会遇到这样一类量,它们既有大小,又有方

向.例如力、力矩、位移、速度、加速度等,这一类量叫作向量.
向量可用粗体字母表示,也可用上加箭头书写体字母表示,例如,a、r、v、F 或a→、r→、v→、
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图7-1-7

F
→
.在几何上,通常用一条有方向的线段(称为有向线段)来表示向量

(图7-1-7).有向线段的长度表示向量的大小,有向线段的方向表示

向量的方向.如果线段的起点是 M1,终点是 M2,那么这个有向线段

所表示的向量记作M1M→2.
在实际问题中,有些向量与起点有关(例如一个力与该力的作用点的位置有关),有些向

量与其起点无关.由于一切向量的共性是它们都有大小和方向,所以在数学上只研究与起点

无关的向量,并称这种向量为自由向量,简称向量.因此,如果向量a和b 的大小相等,且方

向相同,则说向量a和b是相等的,记为a=b.相等的向量经过平移后可以完全重合.
向量的大小叫作向量的模.向量a、a→、→AB 的模分别记为|a|、|a→|、| →AB|.模等于1的向

量叫作单位向量.模等于0的向量叫作零向量,记作0或
→
0.零向量的起点与终点重合,它的

方向可以看作是任意的.
两个非零向量如果它们的方向相同或相反,就称这两个向量平行.向量a与b 平行,记

作a∥b.零向量认为是与任何向量都平行.
当两个平行向量的起点放在同一点时,它们的终点和公共的起点在一条直线上.因此,

两向量平行又称两向量共线.
类似还有共面的概念.设有k (k≥3)个向量,当把它们的起点放在同一点时,如果k个

终点和公共起点在一个平面上,就称这k个向量共面.
(2)向量的线性运算

向量的加法 设有两个向量a与b,平移向量使b的起点与a 的终点重合,此时从a的

起点到b的终点的向量c称为向量a 与b的和,记作a+b,即c=a+b(图7-1-8).
上述作出两向量之和的方法叫作向量加法的三角形法则.另一种求和的方法称为平行

四边形法则:当向量a与b 不平行时,平移向量使a与b 的起点重合,以a、b为邻边作一平

行四边形,从公共起点到对角的向量等于向量a与b的和a+b(图7-1-9).

图7-1-8   图7-1-9
向量的加法的运算规律:

①交换律a+b=b+a;

②结合律(a+b)+c=a+(b+c).

图7-1-10

由于向量的加法符合交换律与结合律,故n 个向量a1,a2,…,an

(n≥3)相加可写成a1+a2+…+an,并按向量相加的三角形法则,可得n
个向量相加的法则如下:使前一向量的终点作为次一向量的起点,相继作

向量a1,a2,…,an,再以第一向量的起点为起点,最后一向量的终点为终点

作一向量,这个向量即为所求的和.如图7-1-10所示,有

s=a1+a2+a3+a4.
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设a为一向量,与a的模相同而方向相反的向量叫作a 的负向量,记为-a.因此,我们

规定两个向量b与a 的差为

b-a=b+(-a).
即把向量-a加到向量b上,便得b与a 的差b-a(图7-1-11).
特别地,当b=a时,有

a-a=a+(-a)=0.
显然,任给向量 →AB及点O,有 →AB= →AO+ →OB= →OB- →OA,因此,若把向量a与b移到同

一起点O,则从a的终点 A 向b的终点 B 所引向量 →AB便是向量b与a的差b-a(图

7-1-12).

图7-1-11

  
图7-1-12

由三角形两边之和大于第三边的原理,有

|a+b|≤|a|+|b| 及 |a-b|≤|a|+|b|,

其中等号在b与a 同向或反向时成立.
向量与数的乘法 向量a与实数λ的乘积记作λa,规定λa 是一个向量,它的模|λa|=

|λ||a|,它的方向当λ>0时与a相同,当λ<0时与a相反.
当λ=0时,|λa|=0,即λa 为零向量,这时它的方向可以是任意的.
特别地,当λ=±1时,有

1a=a, (-1)a=-a.
向量与数的乘法的运算规律:

①结合律λ(μa)=μ(λa)=(λμ)a;

②分配律 (λ+μ)a=λa+μa;λ(a+b)=λa+λb.
向量的相加以及数乘向量统称为向量的线性运算.
例3 在平行四边形ABCD 中,设 →AB=a,→AD=b.试用a和b 表示向量 →MA、→MB、→MC、

→MD,其中M 是平行四边形对角线的交点(图7-1-13).

图7-1-13

解 由于平行四边形的对角线互相平分,所以

a+b= →AC=2 →AM=-2 →MA,

于是 →MA=-12
(a+b);→MC=- →MA=12

(a+b).

因为-a+b= →BD=2 →MD,所以

→MD=12
(b-a); →MB=- →MD=12

(a-b).
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图7-1-14

通常把与a同方向的单位向量称为a 的单位向量,记为ea(图7-1-14).
如果a≠0,由数与向量乘积的定义,有

a=|a|ea, ea= a
|a|.

这表示一个非零向量除以它的模的结果是一个与原向量同方向的单

位向量.这一过程又称为将向量单位化.
由于λa 与a 平行,因此常用数与向量的乘积来说明两个向量的平行关系.
定理1 设向量a≠0,那么,向量b平行于a 的充分必要条件是:存在唯一的实数λ,

使b=λa.
证明  条件的充分性是显然的,下面证明条件的必要性.

设b∥a.取|λ|=|b||a|
,当b与a 同向时λ取正值,当b与a 反向时λ取负值,即b=λa.这

是因为此时b与λa 同向,且|λa|=|λ||a|=|b||a||a|=|b|.

再证明数λ的唯一性.设b=λa,又设b=μa,两式相减,便得

(λ-μ)a=0, 即|λ-μ||a|=0.
因|a|≠0,故|λ-μ|=0,即λ=μ.
3.利用坐标作向量的线性运算

(1)向量的坐标表示

把向量放在直角坐标系中讨论,就可以引进向量的坐标,这样向量与有序数组就联系起

来,从而可以用代数的方法来研究向量.
在空间直角坐标系中,分别在三个坐标轴上取与x,y,z轴同方向的单位向量,称为坐标

向量,分别记为i,j,k.设r为空间的任意向量,将r平移使起点在坐标原点O,终点 M 的坐

标为(x,y,z),则 →OM=r.
以OM 为对角线、三条坐标轴为棱作长方体(图7-1-15),有

r= →OM= →OP+ →PN+ →NM= →OP+ →OQ+ →OR.
显然 →OP 是平行于i的,而且有 →OP =xi.同理有 →OQ =yj, →OR =zk.因此可得

r= →OM=xi+yj+zk.

图7-1-15

上式称为向量r的坐标分解式,xi、yj、zk 称为向量r 沿

三个坐标轴方向的分向量.有序数x、y、z称为向量r的坐标,
记作r=(x,y,z),称为向量r的坐标表达式.

向量r= →OM 称为点M 关于原点O 的向径.上述定义表

明,一个点与该点的向径有相同的坐标.记号(x,y,z)既表示

点M,又表示向量 →OM.
如果已知两点M1(x1,y1,z1),M2(x2,y2,z2),则向量

M1M→2的坐标分解式为

M1M→2=OM→2-OM→1=x2i+y2j+z2k-(x1i+y1j+z2k)=(x2-x1)i+(y2-y1)j+
(z2-z1)k.

ht
tp

://
www.ne

ub
ooks

.co
m



8    
CDIO工程教育系列

“十 四 五 ”规 划 教 材
高等数学(下册)

M1M→2的坐标表达式为(x2-x1,y2-y1,z2-z1),由此可知空间中任意向量的坐标等于

终点坐标减去起点对应坐标.
(2)利用坐标作向量的线性运算

利用向量在直角坐标系中的坐标表达式,就可以把向量的几何运算转化为代数运算.
设a=(ax,ay,az),b=(bx,by,bz),即

a=axi+ayj+azk, b=bxi+byj+bzk.
利用向量加法的交换律与结合律以及向量与数的乘法的结合律与分配律,有

a+b=(axi+ayj+azk)+(bxi+byj+bzk)

=(ax+bx)i+(ay+by)j+(az+bz)k
=(ax+bx,ay+by,az+bz).

a-b=(axi+ayj+azk)-(bxi+byj+bzk)

=(ax-bx)i+(ay-by)j+(az-bz)k
=(ax-bx,ay-by,az-bz).

λa=λ(axi+ayj+azk)

=(λax)i+(λay)j+(λaz)k
=(λax,λay,λaz).

由此可见,对向量进行加、减及数乘运算,只需对向量的各个坐标分别进行相应的数量

运算即可.
由定理1,当向量a≠0时,向量b∥a相当于b=λa,坐标表示式为(bx,by,bz)=λ(ax,ay,

az),也就相当于向量b与向量a 对应的坐标成比例,于是bx

ax
=by

ay
=bz

az
.

例4 求解以向量为未知元的线性方程组
5x-3y=a
3x-2y={ b

,其中a=(2,1,2),b=(-1,1,-2).

解 如同解二元一次线性方程组,可得

x=2a-3b, y=3a-5b.
以a、b的坐标表示式代入,即得

x=2(2,1,2)-3(-1,1,-2)=(7,-1,10),

y=3(2,1,2)-5(-1,1,-2)=(11,-2,16).
例5 已知两点A(x1,y1,z1)和B(x2,y2,z2)以及实数λ≠-1,在直线AB 上求一点

M,使 →AM=λ →MB.

图7-1-16

解 如图7-1-16所示,由于 →AM= →OM- →OA,→MB= →OB- →OM,
因此

→OM- →OA=λ(→OB- →OM),

从而  →OM= 1
1+λ

(→OA+λ→OB)

= x1+λx2

1+λ
,y1+λy2

1+λ
,z1+λz2
1+

æ

è
ç

ö

ø
÷

λ .

这就是点M 的坐标.
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另解 设所求点为M(x,y,z),则 →AM=(x-x1,y-y1,z-z1),→MB=x2-x,y2-y,

z2-z.依题意有 →AM=λ →MB,即

      (x-x1,y-y1,z-z1)=λ(x2-x,y2-y,z2-z),
(x,y,z)-(x1,y1,z1)=λ(x2,y2,z2)-λ(x,y,z),

(x,y,z)= 1
1+λ

(x1+λx2,y1+λy2,z1+λz2),

x=x1+λx21+λ
, y=

y1+λy2
1+λ

, z=z1+λz21+λ .

点M 叫做有向线段 →AB的定比分点.当λ=1时,点M 是有向线段 →AB的中点,其坐标为

x=x1+x22
, y=

y1+y2
2

, z=z1+z22 .

图7-1-17

4.向量的模、方向角、投影

(1)向量的模

设向量r=(x,y,z),作 →OM=r(图7-1-17),则

r= →OM= →OP+ →OQ+ →OR,
按勾股定理可得

|r|=| →OM|= |→OP|2+|→OQ|2+|→OR|2,
由 →OP=xi,→OQ=yj,→OR=zk,有|→OP|=|x|,|→OQ|=
|y|,|→OR|=|z|,于是得向量模的坐标表示式

|r|= x2+y2+z2.
例6 已知两点A(4,0,5)和B(7,1,3),求与 →AB 方向相同的单位向量e.
解 因为 →AB=(7,1,3)-(4,0,5)=(3,1,-2),所以

| →AB|= 32+12+(-2)2= 14,

于是            e=
→AB

| →AB|
=

3
14
,1
14
,- 2

1
æ

è
ç

ö

ø
÷

4
.

(2)方向角与方向余弦

当把两个非零向量a与b 的起点放到同一点时,两个向量之间的不超过π的夹角称为

向量a与b的夹角,记作(a,b
∧
)或(b,a

∧
).如果向量a与b 中有一个是零向量,规定它们的夹

角可以在0与π之间任意取值.

图7-1-18

类似地,可以规定向量与一个数轴的夹角或空间两个数

轴的夹角.
非零向量r与x 轴、y轴、z轴正向的夹角分别记为α、β、

γ,称为向量r的方向角(图7-1-18).
设r=(x,y,z),则

x=|r|cosα, y=|r|cosβ, z=|r|cosγ.
cosα、cosβ、cosγ称为向量r的方向余弦.
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cosα=x
|r|
, cosβ=

y
|r|
, cosγ=z

|r|.

从而(cosα,cosβ,cosγ)=
1
|r|r=er.

上式表明,以向量r的方向余弦为坐标的向量就是与r同方向的单位向量er,因此

cos2α+cos2β+cos2γ=1.

例7 设已知两点A(2,2,2)和B(1,3,0),计算向量 →AB 的模、方向余弦和方向角.

解 →AB=(1-2,3-2,0- 2)=(-1,1,- 2);

所以           | →AB|= (-1)2+12+(- 2)
2
=2;

cosα=-12
, cosβ=

1
2
, cosγ=- 22

;

α=2π3
, β=

π
3
, γ=3π4.

(3)向量在轴上的投影

设点O 及单位向量e确定u 轴(图7-1-19).

图7-1-19

任给向量r,作 →OM=r,再过点M 作与u 轴垂直的平面交u 轴于点

M′(点M′叫作点M 在u轴上的投影),则向量 →OM′称为向量r 在u 轴

上的分向量.设 →OM′=λe,则数λ称为向量r在u 轴上的投影,记作Prjur
或(r)u.

按此定义,向量a在直角坐标系Oxyz中的坐标ax,ay,az就是a 在

三条坐标轴上的投影,即

ax=Prjxa, ay=Prjya, az=Prjza.
由此可知,向量的投影具有与坐标相同的性质:

性质1 Prjua=|a|cosφ,其中φ为向量a 与u 轴的夹角(图7-1-20);

性质2 Prju(a+b)=Prjua+Prjub(图7-1-21);

性质3 Prju(λa)=λPrjua.

图7-1-20

  
图7-1-21
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【知识拓展】

数学家:勒内·笛卡尔(一)

勒内·笛卡尔

勒内·笛卡尔1596年3月31日生于法国安德尔-卢瓦尔省的图

赖讷(现笛卡尔,因笛卡尔得名),1650年2月11日逝世于瑞典斯德哥

尔摩,是世界著名的法国哲学家、数学家、物理学家.他对现代数学的

发展做出了重要的贡献,因将几何坐标体系公式化而被认为是解析几

何之父.他还是西方现代哲学思想的奠基人,是近代唯物论的开拓者

且提出了“普遍怀疑”的主张.黑格尔称他为“现代哲学之父”.他的哲

学思想深深影响了之后的几代欧洲人,开拓了所谓“欧陆理性主义”哲
学.堪称17世纪的欧洲哲学界和科学界最有影响的巨匠之一,被誉为

“近代科学的始祖”.
笛卡尔1岁多时母亲患肺结核去世,而他也受到传染,造成体弱多病.但他学习成绩优

异,老师便允许他不用早起运动.而笛卡尔因而养成了利用这段时间冥想的习惯.母亲去世

后,父亲移居他乡并再婚,而把笛卡尔留给了他的外祖母带大,自此父子很少见面,但是父亲

一直提供金钱方面的帮助,使他能够受到良好的教育.
笛卡尔8岁时就进入拉夫赖士(LaFlèche)的耶稣英语会学校接受教育,受到良好的古

典学以及数学训练.1613年到普瓦捷大学学习法律,1616年毕业.毕业后笛卡尔一直对职业

选择不定,又决心游历欧洲各地,专心寻求“世界这本大书”中的智慧.因此他于1618年在荷

兰入伍,随军远游.
在笛卡尔的时代,拉丁文是学者的语言.他也如当时的习惯,在他的著作上签上他的拉

丁化的名字———RenatusCartesius(瑞那图斯·卡提修斯).正因为如此,他首创的直角坐标

系也称卡提修坐标系(常称笛卡尔坐标系).
笛卡尔对数学与物理学的兴趣是在荷兰当兵期间产生的.1618年11月10日,他偶然在

路旁公告栏上,看到用佛莱芒语提出的数学问题征答.这引起了他的兴趣,并且让身旁的人,
将他不懂的佛莱芒语翻译成拉丁语.这位身旁的人就是大他八岁的以撒·贝克曼(Isaac
Beeckman).贝克曼在数学和物理学方面有很高造诣,很快成了他的心灵导师.4个月后,他
写信给贝克曼:“你是将我从冷漠中唤醒的人……”,并且告诉他,自己在数学上有了4个重

大发现.
1621年笛卡尔退伍.
1622年,当他26岁时,笛卡尔变卖掉父亲留下的资产,用4年时间游历欧洲,其中在意

大利住了2年,随后迁住于巴黎.
1628年移居荷兰,在那里住了20多年.在此期间,笛卡尔专心致力于哲学研究,并逐渐

形成自己的思想.他在荷兰写作且发表了多部重要的文集,包括了《方法论》《形而上学的沉

思》(Méditationsmétaphysiques)和《哲学原理》(LesPrincipesdelaphilosophie)等.
1649年笛卡尔受瑞典克里斯蒂娜女王之邀来到斯德哥尔摩,但不幸在这片“熊、冰雪与

岩石的土地”上得了肺炎,并在1650年2月去世.
1663年他的著作在罗马和巴黎被列入禁书之列.1740年,巴黎才解除了禁令,那是为了
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对当时在法国流行起来的牛顿世界体系提供一个替代的东西.
他的哲学与数学思想对历史的影响是深远的.人们在他的墓碑上刻下了这样一句话:

“笛卡尔,欧洲文艺复兴以来,第一个为人类争取并保证理性权利的人.”
人物轶事

克里斯蒂娜女王(左)

和笛卡尔(右)

《数学的故事》里面说到了数学家笛卡尔的爱情故事.笛卡

尔于1596年出生在法国,欧洲大陆爆发黑死病时他流浪到瑞

典,认识了瑞典一个小公国18岁的公主克里斯蒂娜,后成为她

的数学老师,日日相处使他们彼此产生爱慕之心,公主的父亲国

王知道了后勃然大怒,下令将笛卡尔处死,后因女儿求情将其流

放回法国,克里斯蒂娜公主也被父亲软禁起来.笛卡尔回法国后

不久便染上重病,他日日给公主写信,因被国王拦截,克里斯蒂

娜一直没收到笛卡尔的信.笛卡尔在给克里斯蒂娜寄出第十三

封信后就气绝身亡了,这第十三封信内容只有短短的一个公式:

r=a(1-sinθ).国王看不懂,觉得他们俩之间并不是总是说情话的,大发慈悲就把这封信交

给一直闷闷不乐的克里斯蒂娜,公主看到后,立即明了恋人的意图,她马上着手把方程的图

形画出来,看到图形,她开心极了,她知道恋人仍然爱着她,原来方程的图形是一颗心的形

状.这也就是著名的“心形线”.
国王死后,克里斯蒂娜登基,立即派人在欧洲四处寻找心上人,无奈斯人已故,先她走一

步了,徒留她孤零零在人间……
据说这封享誉世界的另类情书还保存在欧洲笛卡尔的纪念馆里.
但事实在历史上,笛卡尔和克里斯蒂娜的确有过交情.但笛卡尔是1649年10月4日应

克里斯蒂娜邀请才来到瑞典,而当时克里斯蒂娜已成为瑞典女王.笛卡尔与克里斯蒂娜谈论

的主要是哲学问题而不是数学.有资料记载,由于克里斯蒂娜女王时间安排很紧,笛卡尔只

能在早晨五点与她探讨哲学.笛卡尔真正的死因是因天气寒冷加上过度操劳患上的肺炎,而
不是黑死病.

数学

笛卡尔最杰出的成就是在数学发展上创立了解析几何学.在笛卡尔时代,代数还是一个

比较新的学科,几何学的思维还在数学家的头脑中占有统治地位.笛卡尔致力于代数和几何

联系起来的研究,于1637年在创立了坐标系后,成功地创立了解析几何学.他的这一成就为

微积分的创立奠定了基础.解析几何直到现在仍是重要的数学方法之一.此外,现在使用的

许多数学符号都是笛卡尔最先使用的,这包括了已知数a,b,c以及未知数x,y,z等,还有指

数的表示方法.他还发现了凸多面体边、顶点、面之间的关系,后人称为欧拉—笛卡尔公式.
还有积分中常见的笛卡尔叶形线也是他发现的.

解析几何的创立

据说有一天,笛卡尔生病卧床,病情很重,尽管如此他还反复思考一个问题:几何图形是

直观的,而代数方程是比较抽象的,能不能把几何图形和代数方程结合起来,也就是说能不

能用几何图形来表示方程呢? 要想达到此目的,关键是如何把组成几何图形的点和满足方

程的每一组“数”挂上钩,他苦苦思索,拼命琢磨,通过什么样的方法,才能把“点”和“数”联系
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起来.突然,他看见屋顶角上的一只蜘蛛,拉着丝垂了下来.一会工夫,蜘蛛又顺这丝爬上去,
在上边左右拉丝.蜘蛛的“表演”使笛卡尔的思路豁然开朗.他想,可以把蜘蛛看作一个点.他
在屋子里可以上、下、左、右运动,能不能把蜘蛛的每一个位置用一组数确定下来呢? 他又

想,屋子里相邻的两面墙与地面交出了三条线,如果把地面上的墙角作为起点,把交出来的

三条线作为三根数轴,那么空间中任意一点的位置就可以在这三根数轴上找到有顺序的三

个数.反过来,任意给一组三个有顺序的数也可以在空间中找到一点P 与之对应,同样道理,
用一组数(x,y)可以表示平面上的一个点,平面上的一个点也可以用一组两个有顺序的数来

表示,这就是坐标系的雏形.

【学习评测】

(A)

1.判断下列各点在空间直角坐标系中的位置.
A(0,0,3);   B(4,-2,0);   C(0,6,0);  D(-2,0,0);

E(0,-7,1); F(-1,0,-2); G(1,2,3); H(3,4,-1).
2.求点A(2,-1,3)关于原点、三个坐标轴、三个坐标面的对称点的坐标.

3.在y轴上求与点A(1,-3,7)和B(5,7,-5)等距离的点.

4.求证以A(4,1,9)、B(10,-1,6)、C(2,4,3)三点为顶点的三角形是一个等腰三角形.

5.求点A(4,-3,5)到各坐标轴、各坐标面的距离.

6.设u=a-b+2c,v=-a+3b-c,试用a、b、c表示2u-3v.

7.已知两点M1(0,1,2)和M2(1,-1,0).试用坐标表达式表示向量M1M→2及-2M1M→2.
8.求平行于向量a(6,7,-6)的单位向量.

9.已知两向量a(λ,2,1),b(0,-1,μ)平行,求λ,μ的值.

10.已知a=(3,5,4),b(-6,1,2),c=-3j-4k,求2a+b+c及与其方向一致的单位向量.

11.已知两点M1(4,2,1)和M2(3,0,2):

(1)求M1M→2的模; (2)求与M1M→2方向一致的单位向量;

(3)求M1M→2的方向余弦和方向角; (4)求M1M→2在x轴、y轴、z轴上的投影.

12.已知向量a与三个坐标轴成相等的锐角,求它的方向余弦.

13.设向量r的模是4,它与u轴的夹角是π
3
,求r在u 轴上的投影.

(B)

1.已知A(x,2,3)与B(-2,y,z),根据下列条件分别求x+y+z的值:
(1)A 与B 关于x 轴对称; (2)A 与B 关于xOy 面对称.
2.已知点A(3,a,7),B(2,-1,5),且 →AB =3,求a的值.
3.求证以A(1,-2,11)、B(4,2,3)、C(6,-1,4)三点为顶点的三角形是一个直角三

角形.
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4.在yOz面上,求与三点A(3,1,2),B(4,-2,-2),C(0,5,1)等距离的点.

图7-1-22

5.把ΔABC的边BC 五等分,设分点依次为D1、D2、D3、D4,

再把各分点与点A 连接(图7-1-22).试以 →AB=c、→BC=a表示向量

D1
→A、D2

→A、D3
→A和D4

→A.
6.设向量的方向余弦分别满足:(1)cosα=0;(2)cosβ=1;

(3)cosα=cosβ=0,问这些向量与坐标轴或坐标面的关系如何?

7.设点A 位于第一卦限,向径 →OA与x 轴和y 轴的夹角分别

为π
3

和π
4
,且 →OA =6,求点A 的坐标.

8.一向量与x轴,y轴的夹角相等,而与z轴的夹角是前者的两倍,求该向量的方向角.

9.设a=3i+5j+8k,b=2i-4j-7k,c=5i+j-4k,求向量l=4a+3b-c在x 轴上的

投影以及在y 轴上的分向量.

(C)

1.结晶体的基本单位称为晶胞,图7-1-23是食盐晶胞的示意图(可看成是八个棱长为

1
2

的小正方体堆积成的正方体),其中实心点“●”代表钠离子,空心点“○”代表氯离子,如图

建立空间直角坐标系Oxyz后,写出图中标号1至6的离子的坐标.

图7-1-23   图7-1-24

2.如图7-1-24所示,已知正四面体ABCD 的棱长为1,E,F 分别为棱AB,CD 的中点.
(1)建立适当的空间直角坐标系,写出定点A,B,C,D 的坐标;
(2)求EF 的长.

图7-1-25

3.某人从A 点出发向东走了5米到达B 点,然后改变

方向按东北方向走了102米到达C点,到达C点后又改变

方向向西走了10米到达D 点.
(1)作出向量 →AB,→BC,→CD;
(2)求 →AD的模.
4.如图7-1-25所示,在光滑的水平地板上,用同地板

成45°角的20磅力F 拖一辆小车.使小车向前移动的有效
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第七章 向量代数与空间解析几何 15   

力有多大?

5.一架喷气式客机向正东以500英里/小时的速度飞行,在飞行途中遇到一股从机尾

吹来的东北方向60°的风,风速为70英里/小时,飞机罗盘方位保持正东方向,但是由于风力

而获得新的地面速度和航向,这个航速和航向是什么?

图7-1-26

6.如图7-1-26所示,一只鸟从它的巢朝东北方向

30°飞6km,停留一棵树上休息.然后朝着东南方向飞

32km,降落在一根电线杆顶端,把坐标系的原点设在

鸟巢处,x轴指向东,y轴指向北,试求:
(1)树在什么点?
(2)电线杆在什么点?

7.如图7-1-27所示,马克用60N的力沿南偏东方向推一根柱子,丹用80N的力沿南偏

西方向推同一根柱子.求两人的合力的大小及方向.

图7-1-27   图7-1-28

8.如图7-1-28所示,已知风速为40m/h,风向为北偏西30°.一架飞机在无风时飞行速

度为80m/h,这架飞机需要朝北飞行,请问这架飞机该朝什么方向才能使其径直的朝北飞

行,此时飞机相对于地面的速度为多少?
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第2节 数量积 向量积

  本节主要介绍向量的数量积和向量积.

【学习目标】

重点掌握数量积和向量积的概念,能够求出两个向量的数量积和向量积,能够利用向量

积求出三角形的面积.

【知识引入】

引例1 一物体在常力F 作用下沿直线从点 M1移动到点 M2.以s表示位移M1M→2
(图7-2-1).由物理学知道,力F所作的功W 等于力F 在位移方向上的分力|F|cosθ(θ为F
与s的夹角)乘以位移的大小|s|,即

W=|F||s|cosθ.
由此可见,功的数量是由F与s这两个向量所唯一确定的.在物理学和力学的其他问题

中,也常常会遇到此类情况.为此,在数学中把这种运算抽象成两个向量的数量积的概念.
引例2 在研究物体的转动问题时,不但要考虑此物体所受的力,还要分析这些力所产

生的力矩.设O 为一根杠杆L 的支点.有一个力F作用于杠杆上P 点处.F与 →OP 的夹角为

θ(图7-2-2).由力学规定,力F对支点O 的力矩是一向量M,它的模为

|M|=| →OP||F|sinθ,

而M 的方向垂直于 →OP 与F 所决定的平面,M 的指向是按右手规则从 →OP 以不超过π的角转

向F来确定的,即当右手的四个手指从 →OP 以不超过π的角转向F握拳时,大拇指的指向就

是M 的指向(图7-2-3).

图7-2-1

  
图7-2-2

  
图7-2-3

根据这种由两个已知向量按上面的规则来确定另一个向量的运算,在数学中抽象出两

向量的向量积的概念.
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【知识正文】

1.两向量的数量积

定义1 设两个向量a和b,它们的模|a|、|b|及它们的夹角θ的余弦的乘积称为向量a
和b的数量积(或称内积、点积),记作a·b,即

a·b=|a||b|cosθ.
引例1中常力所作的功就是力F与位移s的数量积,即W=F·s.

由于|b|cosθ=|b|cos(a,b)
∧ ,当a≠0时,|b|cos(a,b)

∧
是向量b在向量a 的方向上的投

影,于是a·b=|a|Prjab.
同理,当b≠0时,a·b=|b|Prjba.
这就是说,两向量的数量积等于其中一个向量的模和另一个向量在该向量的方向上的

投影的乘积.
根据数量积的定义,可以推得

(1)a·a=|a|2;
(2)对于两个非零向量a、b,如果a·b=0,则a⊥b.反之,如果a⊥b,则a·b=0.
如果认为零向量与任何向量都垂直,则a⊥b⇔a·b=0.
数量积满足下列运算律:
(1)交换律:a·b=b·a;
(2)分配律:(a+b)·c=a·c+b·c.
证明 因为当c=0时,上式显然成立;当c≠0时,有

(a+b)·c=|c|Prjc(a+b)

=|c|(Prjca+Prjcb)

=|c|Prjca+|c|Prjcb
=a·c+b·c.

(3)(λa)·b=a·(λb)=λ(a·b);(λa)·(μb)=λμ(a·b),λ、μ为常数.
例1 试用向量证明三角形的余弦定理.
证明 设在ΔABC中,∠BCA=θ(图7-2-4),|BC|=a,|CA|=b,|AB|=c,

图7-2-4

要证

c2=a2+b2-2abcosθ.
记 →CB=a,→CA=b,→AB=c,则有

c=a-b,
从而

|c|2=c·c=(a-b)·(a-b)=a·a+b·b-2a·b

=|a|2+|b|2-2|a||b|cos(a,b)
∧ ,

即 c2=a2+b2-2abcosθ.
下面利用数量积的性质和运算规律来推导数量积的坐标表达式.
设a=axi+ayj+azk,b=bxi+byj+bzk,则按数量积的运算规律可得
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    a·b=(axi+ayj+azk)·(bxi+byj+bzk)

=axbxi·i+axbyi·j+axbzi·k+aybxj·i+aybyj·j+
aybzj·k+azbxk·i+azbyk·j+azbzk·k

        =axbx+ayby+azbz.

设θ=(a,b)
∧ ,则当a≠0、b≠0时,根据a·b=|a||b|cosθ有

cosθ= a·b
|a||b|=

axbx+ayby+azbz

a2
x+a2y+a2z b2x+b2y+b2z

.

例2 已知三点M(1,1,1),A(2,2,1)和B(2,1,2),求ÐAMB.
解 从M 到A的向量记为a,则a=(1,1,0),从M 到B 的向量记为b,则b=(1,0,1),

从而ÐAMB 就是向量a 与b的夹角.
因为

a·b=1×1+1×0+0×1=1, |a|= 12+12+02=2, |b|= 12+02+12=2.

所以 cosÐAMB= a·b
|a||b|=

1
2× 2

=12.

从而 ÐAMB=π3.

图7-2-5

2.两向量的向量积

定义2 设向量c是由两个向量a 与b按下列方式定出:
(1)c的模为|c|=|a||b|sinθ,其中θ为a 与b间的夹角;
(2)c的方向垂直于a 与b 所决定的平面,c的指向按右手规则从

a 转向b来确定(图7-2-5).
那么,向量c叫做向量a 与b 的向量积(或称外积、叉积),记作

a×b,即
c=a×b.

根据向量积的定义,力矩M 等于 →OP与F的向量积,即M= →OP×F.
根据向量积定义,可以推得:
(1)a×a=0;
(2)对于两个非零向量a、b,如果a×b=0,则a∥b;反之,如果a∥b,则a×b=0.
如果认为零向量与任何向量都平行,则a∥b⇔a×b=0.
向量积满足下列运算律:
(1)交换律a×b=-b×a;
(2)分配律:(a+b)×c=a×c+b×c;
(3)(λa)×b=a×(λb)=λ(a×b) (λ为常数).
下面利用向量积的性质和运算规律来推导向量积的坐标表达式.
设a=axi+ayj+azk,b=bxi+byj+bzk.按向量积的运算规律可得

     a×b=(axi+ayj+azk)×(bxi+byj+bzk)

=axbxi×i+axbyi×j+axbzi×k+aybxj×i+aybyj×j+
aybzj×k+azbxk×i+azbyk×j+azbzk×k.
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第七章 向量代数与空间解析几何 19   

由于i×i=j×j=k×k=0,i×j=k,j×k=i,k×i=j,所以

a×b=(aybz-azby)i+(azbx-axbz)j+(axby-aybx)k.
为了帮助记忆,利用三阶行列式符号,上式可写成

a×b=
i j k
ax ay az

bx by bz

=aybzi+azbxj+axbyk-aybxk-axbzj-azbyi

=(aybz-azby)i+(azbx-axbz)j+(axby-aybx)k.
例3 设a=(2,1,-1),b=(1,-1,2),计算a×b.

解 a×b=
i j k
2 1 -1
1 -1 2

=2i-j-2k-k-4j-i=i-5j-3k.

例4 已知ΔABC的顶点分别是A(1,2,3)、B(3,4,5)、C(2,4,7),求ΔABC的面积.
解 根据向量积的定义,可知ΔABC的面积为

SΔABC=12|
→AB||→AC|sin∠A=12|

→AB× →AC|.

由于 →AB=(2,2,2), →AC=(1,2,4),因此

→AB× →AC=
i j k
2 2 2
1 2 4

=4i-6j+2k.

于是 SΔABC=12|4i-6j+2k|=
1
2 42+(-6)2+22= 14.

【知识拓展】

数学家:勒内·笛卡尔(二)———人物成就

哲学

笛卡尔被广泛认为是西方近代哲学的奠基人,他第一个创立了一套完整的哲学体系.哲
学上,笛卡尔是一个二元论者以及理性主义者.笛卡尔认为,人类应该可以使用数学的方

法———也就是理性———来进行哲学思考.他相信,理性比感官的感受更可靠.他从逻辑学、几
何学和代数学中发现了4条规则:

(1)除了清楚明白的观念外,绝不接受其他任何东西;
(2)必须将每个问题分成若干个简单的部分来处理;
(3)思想必须从简单到复杂;
(4)我们应该时常进行彻底的检查,确保没有遗漏任何东西.
笛卡尔将这种方法不仅运用在哲学思考上,还运用于几何学,并创立了解析几何.由此,

笛卡尔第一步就主张对每一件事情都进行怀疑,而不能信任我们的感官.从这里他悟出一个

道理:他必须承认的一件事就是他自己在怀疑.而当人在怀疑时,他必定在思考,由此他推出

了著名的哲学命题———“我思故我在”.笛卡尔将此作为形而上学中最基本的出发点,从这里

他得出结论,“我”必定是一个独立于肉体的、在思维的东西.笛卡尔还试图从该出发点证明
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笛卡尔的手稿

出上帝的存在.笛卡尔认为,我们都具有对完美实体

的概念,由于我们不可能从不完美的实体上得到完美

的概念,因此有一个完美实体———即上帝———必定存

在.从所得到的两点出发,笛卡尔再次证明,现实世界

中有诸多可以用理性来察觉的特性,即它们的数学特

性(如长、宽、高等),当我们的理智能够清楚地认知一

件事物时,那么该事物一定不会是虚幻的,必定是如

同我们所认知的那样.
虽然笛卡尔证明了真实世界的存在,他认为宇宙

中共有两个不同的实体,即精神世界和物质世界(“灵
魂”和“扩延”),两者本体都来自上帝,而上帝是独立

存在的.他认为,只有人才有灵魂,人是一种二元的存

在物,既会思考,也会占空间,而动物只属于物 质

世界.
笛卡尔强调思想是不可怀疑的这个出发点,对此后的欧洲哲学产生了重要的影响.但是

它的基础“我思故我在”被后人证明并不是十分可靠的,因为该公式其实是建基于承认思想

是一个自我意识这一隐蔽着的假设上的,如果摈弃了自我意识,那么笛卡尔的论证就失败

了.而笛卡尔证明上帝存在的论点,也下得很匆忙.
笛卡尔强调科学的目的在于造福人类,使人成为自然界的主人和统治者.他反对经院哲

学和神学,提出怀疑一切的“系统怀疑的方法”.但他还提出了“我思故我在”的原则,强调不

能怀疑以思维为其属性的独立的精神实体的存在,并论证以广延为其属性的独立物质实体

的存在.他认为上述两实体都是有限实体,把它们并列起来,这说明了在形而上学或本体论

上,他是典型的二元论者.笛卡尔还企图证明无限实体,即上帝的存在.他认为上帝是有限实

体的创造者和终极的原因.笛卡尔的认识论基本上是唯心主义的.他主张唯理论,把几何学

的推理方法和演绎法应用于哲学上,认为清晰明白的概念就是真理,提出“天赋观念”.
笛卡尔的自然哲学观同亚里士多德的学说是完全对立的.他认为,所有物质的东西,都

是为同一机械规律所支配的机器,甚至人体也是如此.同时他又认为,除了机械的世界外,还
有一个精神世界存在,这种二元论的观点后来成了欧洲人的根本思想方法.

物理学

笛卡尔靠着天才的直觉和严密的数学推理,在物理学方面做出了有益的贡献.从1619
年读了开普勒的光学著作后,笛卡尔就一直关注着透镜理论;并从理论和实践两方面参与了

对光的本质、反射与折射率以及磨制透镜的研究.他把光的理论视为整个知识体系中最重要

的部分.
笛卡尔运用他的坐标几何学从事光学研究,在《屈光学》中第一次对折射定律提出了理

论上的推证.笛卡尔发现了动量守恒原理.他还发展了宇宙演化论、漩涡说等理论学说,虽然

具体理论有许多缺陷,但依然对以后的自然科学家产生了影响.他认为光是压力在以太中的

传播,他从光的发射论的观点出发,用网球打在布面上的模型来计算光在两种媒质分界面上

的反射、折射和全反射,从而首次在假定平行于界面的速度分量不变的条件下导出折射定
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律;不过他的假定条件是错误的,他的推证得出了光由光疏媒质进入光密媒质时速度增大的

错误结论.他还对人眼进行光学分析,解释了视力失常的原因是晶状体变形,设计了矫正视

力的透镜.在力学上,笛卡尔发展了伽利略的运动相对性的思想,例如在《哲学原理》一书中,
举出在航行中的海船上海员怀表的表轮这一类生动的例子,用以说明运动与静止需要选择

参照物的道理.
笛卡尔在《哲学原理》第二章中以第一和第二自然定律的形式比较完整地第一次表述了

惯性定律:只要物体开始运动,就将继续以同一速度并沿着同一直线方向运动,直到遇到某

种外来原因造成的阻碍或偏离为止.这里他强调了伽利略没有明确表述的惯性运动的直线

性.在这一章中,他还第一次明确地提出了动量守恒定律:物质和运动的总量永远保持不变.
笛卡尔对碰撞和离心力等问题曾做过初步研究,给后来惠更斯的成功创造了条件.

天文学

笛卡尔把他的机械论观点应用到天体,发展了宇宙演化论,形成了他关于宇宙发生与构

造的学说.他认为,从发展的观点来看而不只是从已有的形态来观察,对事物更易于理解.他
创立了漩涡说.他认为太阳的周围有巨大的漩涡,带动着行星不断运转.物质的质点处于统

一的漩涡之中,在运动中分化出土、空气和火三种元素,土形成行星,火则形成太阳和恒星.
他认为天体的运动来源于惯性和某种宇宙物质漩涡对天体的压力,在各种大小不同的漩涡

的中心必有某一天体,以这种假说来解释天体间的相互作用.
笛卡尔的太阳起源的以太漩涡模型第一次依靠力学而不是神学,解释了天体、太阳、行

星、卫星、彗星等的形成过程,比康德的星云说早一个世纪,是17世纪中最有权威的宇宙论.
笛卡尔的天体演化说、漩涡模型和近距作用观点,正如他的整个思想体系一样,一方面

以丰富的物理思想和严密的科学方法为特色,起着反对经院哲学、启发科学思维、推动当时

自然科学前进的作用,对许多自然科学家的思想产生深远的影响;而另一方面又经常停留在

直观和定性阶段,不是从定量的实验事实出发,因而一些具体结论往往有很多缺陷,成为后

来牛顿物理学的主要对立面,导致了广泛的争论.

【学习评测】

(A)

1.已知 a =2,b =3,在下列条件下,求a·b:
(1)a∥b;     (2)a⊥b;    (3)a与b的夹角为60°.

2.已知向量 a =1,b =1,a·b=-12
,求 a+2b .

3.设a=3i-j-2k,b=i+2j-k,求a,b的夹角的余弦.
4.根据下列所给条件,分别求a·b,a×b:
(1)a=(2,-2,1),b=(-1,1,-2);
(2)a=-8i-2j-4k,b=2i+2j+k.
5.证明向量a=(1,1,1),b=(1,-1,0),c=(-1,-1,2)互相垂直.
6.已知M1(1,-1,2),M2(3,3,1)和M3(3,1,3),求与M1M→2、M2M→3同时垂直的单位
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向量.
7.已知三点A(1,2,3),B(3,4,5),C(2,4,7),求ΔABC的面积.

(B)

1.已知 a =2,b =3,a-b =
 
7,求(a,b

∧ ).
2.已知a=(-1,-2,1)与b=(1,2,t)垂直,求t的值.
3.设a=(3,5,-2),b=(2,1,4),问λ与μ 有怎样的关系,能使得λa+μb与z轴垂直?

4.已知向量a=2i-3j+k,b=i-j+3k,c=i-2j,计算:
(1)(a·b)c-(a·c)b;    (2)(a+b)×(b+c).
5.已知 a =3,b =36,a×b =72,求a·b.
6.求一个垂直于由点P(1,-1,0),Q(2,1,-1),R(-1,1,2)决定的平面的向量.
7*.设a、b、c为单位向量,且满足a+b+c=0,求a·b+b·c+c·a.

8*.已知向量 a =1,a·b=12
,(a-b)·(a+b)=12

,求:

(1)a与b的夹角;     (2)(a-b)与(a+b)的夹角的余弦值.
9*.设向量p=2a+b,q=ka+b,其中 a =1,b =2,且a与b垂直.问:
(1)k为何值时,p与q垂直;
(2)k为何值时,以p与q为邻边的平行四边形面积为6.

10*.用向量证明不等式: a21+a22+a23·
 
b21+b22+b23≥ a1b1+a2b2+a3b3 ,其中a1,

a2,a3,b1,b2,b3为任意实数.并指出等号成立的条件.

(C)

1.设质量为100kg的物体从点M1(3,1,8)沿直线移动到点M2(1,4,2),计算重力所作

的功(坐标系长度单位为m,重力方向为z轴负方向).
2.在杠杆上支点O 的一侧与点O 的距离为x1的点P1处,有一与OP→1成角θ1的力F1作用

着;在O 的另一侧与点O 的距离为x2的点P2处,有一与OP→2成角θ2的力F2作用着.问θ1、θ2、

x1、x2、F1 、F2 符合怎样的条件才能使杠杆保持平衡?
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